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Resumen

En este trabajo tedrico experimental, se presenta un controlador adaptativo por modelo de referencia
para un helicoptero bi-rotor de laboratorio; ésta meta se alcanza iniciando con un estudio del movimiento del
helicéptero para, a partir de las leyes de Newton, obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales para modelarlo. Posteriormente se estudia el método de minimos cuadrados con factor de olvido
exponencial y los algoritmos recursivos para estimar pardametros en tiempo real y ajustar el modelo propuesto
a los datos experimentales; en este tema se proponen criterios para la determinacién del factor de olvido y
un algoritmo para el monitoreo del nimero de condicién. Finalmente, se estudian cuatro tipos de control
adaptativo por modelo de referencia (de adaptacién de ganancia, adaptacién de pardmetros ambos con criterio
de gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov) y se disefian tres de ellos para el helicéptero donde
se compara el rendimiento de éstos con controladores cldsicos por retroalimentacién de estados (regulador
cuadrético lineal (LQR), LQR y accién integral).

A lo largo del trabajo, los algoritmos son probados por simulacién empleando Matlab-Simulink y finalmen-
te los algoritmos son aplicados al helicoptero y un motor de corriente directa como auxiliar para la validacion
de los algoritmos de control. Adicionalmente se propone un algoritmo para la estimacién de velocidad y ace-
leracién angular necesaria para la estimacién de los parametros de los rotores del helicéptero y un algoritmo
para la estimacion de derivadas de orden superior por ajuste polinomial y traslacién de datos.
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Introduccion

Ninguna publicacion es tan
conservadora como un libro de
texto; los errores son copiados de
generacion en generacion y
parecen ganar apoyo por pura
repeticién. Nadie va hacia atrds a
descubrir la fragilidad de los
argumentos originales.

S. J. Gould.

L control automadtico se ha estado desarrollando muy rdpidamente desde la segunda guerra mundial.
Desde entonces la comunidad cientifica ha aportado grandes avances en electrénica y la computacién
que han permitido la implementaciéon de teorias de control que en sus origenes eran imposibles debido a la
deficiencia tecnolégica de esos tiempos. En sus origenes, el control automatico se desarrollé para resolver
problemas industriales y militares; actualmente, muchas otras areas como la economia, la medicina, quimica,
biologia, comunicaciones, logistica, etc. y otras dreas especializadas como electricidad y electrénica, automovi-
les, aeronautica y astrondutica, robotica, biomecanica, mecatrénica, micro-electromecanica, etc., han traido
consigo nuevos sistemas con alto grado de complejidad y nuevas exigencias respecto al rendimiento de los
controladores [I].

El problema que se aborda en este trabajo consiste en obtener una ley de control adaptativo wu(t)
capaz de estabilizar en una vecindad punto z € R" del espacio de estados a un helicéptero de laboratorio con
doble rotor, dos grados de libertad, dos entradas y dos salidas (de aqui en adelante TRMS por las siglas en
inglés: Twin Rotor Multiple-input Multiple-output System) el cual puede modelarse matemdticamente por
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y presenta las siguientes propiedades:

= orden superior (z € R", n > 1),
= altamente no lineal,
= los parametros estan cambiando con el tiempo,

= miltiples entradas y multiples salidas (u € R, y = h(z) € R, p,q > 1).

La finalidad de elegir al TRMS como el sistema dindmico de prueba es que tiene propiedades similares a la
mayoria de los sistemas dindmicos de interés actual, y los resultados obtenidos en este trabajo pueden ser
extrapolados a una amplia variedad de sistemas dindmicos.
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Respecto al estado del arte en este tema, podemos encontrar la siguiente informacién. La solucién
al problema del control automético de orientaciéon y posicién de aeronaves se intensificé durante la segunda
guerra mundial, desde entonces éste problema ha prevalecido [2]. En 2002 la empresa Feedback publica la
maqueta TRMS version 33-220 con comunicacién a computadora y operacién con MATLAB 6.5 y Simulink 4.0
[3] donde se encuentra un modelo del TRMS muy simplificado y se proponen controladores PID (Proporcional-
Integral-Derivativo); versiones posteriores del TRMS 33-220 incluyen un modelo mejorado y se agrega un
controlador LQR (Regulador Cuadrético Lineal) [4].

Existen trabajos respecto al disenio de sistemas de control con referencia al TRMS por aplicacién de
control robusto como Hs, y modos deslizantes [5] 6]; otros trabajos incluyen la identificacién y estimacién
mediante algoritmos genéticos y difusos [7} [8, 9] [10]. En general, las nuevas propuestas de control adaptativo
emplean, redes neuronales como en [T} [12].

En 2006 se publica un modelo matematico refinado para el TRMS con el enfoque de Newton y
Lagrange [13]. En general, para fines de disefios de controladores, son de utilidad modelos paramétricos y no
paramétricos [I4]; sin embargo, para la teoria de control moderno es necesario un modelo paramétrico descrito
por un sistema de ecuaciones diferenciales del cual puede obtenerse una estructura a partir de principios
fisicos, posteriormente simplificar el modelo por aplicacién de técnicas tales como la normalizacién y anélisis
de perturbaciones singulares [15] [16] [I7], finalmente ajustar el modelo tedrico a los datos experimentales de
la planta por una adecuada estimacién de los pardmetros [I8].

Por otra parte, el ajuste de modelo por estimacién de pardametros puede formularse como un problema
inverso [I9] donde se deben atender problemas tales como el condicionamiento del problema, convergencia y
unicidad de la solucién [20]. En [14] se encuentran las técnicas més comunes de modelado y ajuste de modelo
(paramétricos y no paramétricos) de sistemas dindmicos, y en [21] se presenta un enfoque a la aplicacién con
uso de Matlab (particularmente el Toolbox Identification System). En este trabajo se aplica el método de
minimos cuadrados [22] con factor de olvido exponencial [23] y el algoritmo recursivo para la estimacién en
tiempo real que es empleado como parte de los reguladores adaptativos [24, 25| [26].

En general, los disenos de control se basan en la retroalimentacién del vector de estados; sin embargo,
en la practica no son accesibles todas las componentes del vector de estados y se hace necesario el disenio de
un observador de estados para estimar las componentes no accesibles [27]; para el caso particular de vehiculos
aéreos se eligen observadores basados en cuaterniones [28] debido a la simplicidad, economia computacional
y no singularidad para ciertas secuencias de rotaciones (efecto gimbal [29]).

El enfoque del trabajo es tanto analitico, como de simulacién y experimentacion; el desarrollo puede
resumirse en los siguientes puntos:

1. Se analiza el modelo del sistema sobre el que se va a trabajar.

2. Se estudian los métodos de estimacién de pardmetros y las teorias de control adaptativo que se em-
plearan; se mencionan otras teorias de control con la finalidad de realizar comparaciones de rendimiento.

3. Se estiman los pardametros del sistema para ajustar el modelo.

4. Mediante simulacién, se obtienen resultados preliminares sobre el rendimiento de los controladores y
algoritmos en cuestién.

5. Finalmente se aplican los algoritmos resultantes al sistema real.

Sobre el primer punto, se emplean las leyes de Newton para la deduccién del modelo; sobre el segundo
punto, para el caso lineal, se analizan estimacién de pardmetros por minimos cuadrados para estimacién fuera
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de linea y estimacion en linea; para el caso no lineal, se analizan los métodos de linealizacién o método de
Newton, Gauss-Newton y el método de Levenber-Marquardt. Respecto a las teorias de control se presentan
el regulador cuadrético lineal (LQR), LQR con accién integral, control adaptativo por modelo de referencia
con enfoques de gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov.

Para el tercer punto, se construye un programa en MATLAB para la captura y procesamiento de datos
en tiempo reaEI para estimar los parametros del sistema y ajustar el modelo; para el cuarto punto, se obtienen
las sefiales de control u(t) correspondientes a cada una de las teorfas de control mencionadas en el parrafo
anterior y se prueban mediante simulacién; finalmente, en el quinto punto, se realiza la implementacién en
MATLAB para funcionar en tiempo real y controlar el sistema real.

En este trabajo el sistema TRMS se dividié en subsistemas con la finalidad de llegar al resultado final
de manera progresiva y en nivel ascendente de complejidad; més atin, se emplearon algunos ejemplos con la
finalidad de reforzar la comprensién del tema correspondiente.

Los resultados que se obtienen incluyen el disefio satisfactorio y la implementacién del control u(t)
para la estabilizacién del TRMS en una vecindad del punto Z del espacio de estados con tolerancia a las varia-
ciones de los parametros. Otros resultados son la implementacion de algoritmos de estimacion de parametros
en MATLAB-Simulink para modelos lineales y no lineales. Se presentan algunas aplicaciones y ejemplos
ajenos al TRMS con la finalidad de reforzar la comprensién del lector.

Las conclusiones con las que se finaliza este trabajo son recomendaciones y una clasificacién de
los algoritmos de estimacién de parametros y estrategias de control de acuerdo al rendimiento, economia
computacional y exactitud de los resultados.

La redaccién de este trabajo esta dividido en una introduccién, cinco capitulos y cuatro apéndices.
El capitulo presenta el modelo mateméatico del motor DC y el TRMS; el capitulo dos presenta el tema
de identificacién de sistemas y estimacién de parametros; el capitulo tres estd dedicado a la presentacién
de la teoria de control adaptativo; en el capitulo cuatro se presenta el diseno y la implementacion de los
controladores para el TRMS; en el capitulo cinco se presentan los resultados y las conclusiones; en el apéndice
A se presenta un algoritmo para la estimacién de velocidad y aceleracién angular que fue empleado para
estimar los parametros del motor del TRMS; en el apéndice B se presenta un algoritmo para la estimacion
de derivadas de orden superior por ajuste polinomial y traslacién de datos; en el apéndice C se presentan
disenos de controladores adaptativos para el motor DC y la implementacion; finalmente, en el apéndice D se
presentan las herramientas matematicas y definiciones basicas empleadas en este trabajo.

Lver definicién [35] en el capitulo @
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Capitulo 1

Modelo matematico del motor DC y
del TRMS

La simplicidad de la naturaleza
no debe ser medida por la de
nuestros conceptos. Infinitamente
variada en sus efectos, la
naturaleza es simple sélo en sus
causas, y su economia consiste en
producir un gran nimero de
fenémenos, a menudo muy
complicados, por medio de un
nimero muy pequeno de leyes
generales.

P. S. Laplace.

En este capitulo se presenta una descripcién fisica del TRMS de la cual se deduciran las ecuaciones
que describan su comportamiento (modelo matemadtico). Es preciso sefialar que, debido a la complejidad
del TRMS, como estrategia para resolver el problema de estimacién de parametros y control, se emplea un
motor DC como planta auxiliar de menor complejidad que presenta ciertas propiedades utiles que permitiran
validar los algoritmos que se desarrollardan en los capitulos posteriores y de esta manera asegurar que tales
algoritmos funcionen correctamente cuando se apliquen al TRMS.

1.1. Motor DC

El motor de corriente directa (DC) de laboratorio empleado en este trabajo, es un motor de imdn
permanente fabricado por la empresa Feedback Instruments Limited [30] disenado para ser operado desde la
plataforma de Matlab Simulink; en Fig. se muestra un dibujo de este motor. Este motor est4 equipado
con un tacémetro analégico, encoders como medidores de posicién angular con resolucién de 27/32 rad., un
sensor de corriente de armadura, engranaje de reduccién de velocidad y freno magnético de operaciéon manual.
La tarjeta de adquisicién de datos para la comunicacién con la computadora es una PCI-1711 con 16 canales
para entradas analdgicas, 2 canales para salidas analégicas, 2 canales de 8 bits para entradas digitales, 2
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canales de 8 bits para salidas analdgicas, un contador de eventos y temporizador programable. Opera con
una frecuencia de hasta 100 kHz y los convertidores A/D son de 12 bits.

-
‘

®

<[>

BFeedback

@ MECHANICAL UNIT

Control & Instrumentation
33-100

(a) Planta de laboratorio del motor DC de imén perma- (b) Esquema simplificado de un motor DC de imén per-
nente. manente.

Figura 1.1: Motor DC de laboratorio empleado en este trabajo.

Tomando como referencia el esquema mostrado en Fig. de un motor DC de iman permanente,
se pueden apreciar dos subsistemas: un subsistema eléctrico y un subsistema mecanico. El subsistema eléctrico
puede modelarse aplicando las leyes de corriente y voltaje de Kirchhoff; mientras que el subsistema mecénico
se puede modelar aplicando las leyes de Newton.

De las leyes de Kirchhoff se sabe que la suma de las caidas de voltaje en cada elemento de un circuito
eléctrico es igual al voltaje aplicado; para el caso particular mostrado en Fig. la suma del voltaje en
el resistor vg, el voltaje en el inductor vy, y el voltaje contralectromotriz v, es igual al voltaje aplicado v(t).
Por la ley de Ohm, se sabe que vg = Ri(t) donde i(t) es la corriente en el circuito eléctrico y R la constante
de resistencia eléctrica. De acuerdo con la ley de Faraday y la Ley de Lenz se sabe que vy, = Ldi(t)/dt donde
L es una constante de proporcionalidad conocida como inductancia o coeficiente de inducciéon. Finalmente,
el subsistema eléctrico puede ser modelado por la ecuacion .

Por otro lado, de las leyes de Newton se sabe que la suma de los torques en el subsistema mecénico es
igual al torque aplicado (generado por los pares electromagnéticos). Particularmente, se considera el torque
por friccién (viscosa) Bw(t) donde B es la constante de friccidon y w(t) es la velocidad angular; el torque por
fuerza de inercia Jdw(t)/dt donde J es el coeficiente de inercia y finalmente, se considera un torque generado
por carga externa 7.; con lo anterior se obtiene la ecuacion que describe el subsistema mecénico. La
ecuacion es una hipoétesis la cual fisicamente consiste en liberar al motor de torque externo en el eje.

Se consideran las expresiones de acoplamiento entre subsistemas donde K es la constante de
acoplamiento; en general existe una constante de acoplamiento eléctrica K, para la ecuacién v, = K w(t)
y una constante de acoplamiento mecdnica K,, para la ecuacién 7,, = K,,i(t); sin embargo, por datos
experimentales previos se tiene que K. =~ K,, y, por simplicidad, ambos se representan por K.

o(t) = Ri(t) + Ld;(f) Fua(t). (1.1a)
Tm(t) = JdeTEt) + Bw(t) + 1(t). (1.1b)
Ve = Kw(t). (L1c)

Tm = Ki(t).
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Te = 0. (1.1d)

La representacion de un sistema dindmico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias no es unica; ésto se
debe principalmente a que se puede elegir como variable de estado cualquier funcién z(t) € C! asociada a
las ecuaciones de movimiento del sistema. Teniendo presente ésta propiedad, se puede trabajar con variantes
del modelo dependiendo de cudl sea mas conveniente para el problema que se esté tratando. En las parrafos
siguientes se presentan variantes del modelo , incluso se presenta un modelo de orden reducido aplicando
la simplificacién L ~ 0.

Modelo con estados w,i. Si se eligen como variables de estados a w(t) y (), las ecuaciones (1.1))
pueden ser expresadas en la forma de espacio de estados como:

a {212::(};((;))} y £ {:IB(% —KR//JL} Bj + L?L} v(t) = Az + Bu(t), (1.2)

Modelo con estados w, w. Para facilitar la notacién, se define el operador derivada temporal
p = d/dt tal que se pueda escribir dx(t)/dt = px(t) = &(t). De esta manera, las ecuaciones ([1.1]) se pueden
reescribir como:

v(t) = (R+ Lp)i(t) + Kw(t),
Ki(t) = (Jp + B)u(t),

con lo cual, despejando i(t) de la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda, se obtiene la ecuacién:

o(t) — Kw(t)

Rilp (Jp + B)w(t).

y con ésta dltima ecuacién se puede obtener la expresién que relaciona la entrada v(t) con la salida w(t)
como:
w(t) K

G0 =0 T I ERUp B T K (1.3)

Observe que la funcién G (p) representa una ecuacién de segundo orden que puede resolverse para condiciones
iniciales distintas de cero ya que el operador derivada temporal p = d/dt es explicito; sin embargo, si se
considera resolverse para condiciones iniciales iguales a cero, entonces el operador derivada p coincide con la
variable compleja del dominio de la transformada de Laplace s con lo cual, bajo estas condiciones, la funciéon
G2(p) = G2(s) es conocida como funcidn de transferencia.

Tomando como referencia la ecuacién ([1.3)), se deduce una tunica ecuacién de segundo orden que
incluye a los subsistemas eléctrico y mecanico de la siguiente forma:

R B RB + K? K
0 —F+ -t ——w=—n. 1.4
w+(L+J)w+ 77 Y=gV (1.4)

Si se eligen como variables de estados a w(t) y w(t), las ecuaciones (1.1) pueden ser expresadas en la forma
de espacio de estados como:

x:[iizﬁg] g‘cz[_,go 5 _RB}H@} {xl}—k{?{]v:fkc—ka. (1.5)

L

<

Modelo de primer orden. En la practica, para motores DC pequenos, la inductancia es “pequena”
(L <« 1); si ademds, por informacién a priori; obtenida por ejemplo por estimacién directa de la inductancia
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o por analisis de la grafica del estado transitorio; se puede justificar que la inductancia es despreciable L = 0,
entonces, la funcién (|1.3)) se reduce a

w K
G = — = , 1.6
)= = R+ RB+ K2 (16)
que permite escribir una ecuacién de primer orden para los subsistemas acoplados del motor DC como:
B K? K
: 2.2 - . 1.7
W+ ( 7 + 7 J) W= pov (1.7)

1.2. EI TRMS

El sistema con dos rotores de multiple entrada y multiple salida (Twin Rotor MIMO (Multiple-
Input, Multiple-Output) System, (TRMS)), es una configuracién de laboratorio desarrollado por la empresa
Feedback Instruments Limited [3, [13] disefiada para probar algoritmos de control, ver Fig. A pesar de
que estructuralmente el TRMS es similar a un helicéptero real, el TRMS es una version simplificada de este
dltimo. A continuacion, se mencionan las principales simplificaciones y diferencias del TRMS en comparacién
con un helicéptero real.

1.2.1. Simplificaciones y diferencias del TRMS con un helicéptero real

El TRMS es una planta de laboratorio disenada para realizar experimentos de modelado y control; no
es una planta funcional en el sentido de imitar el trabajo que puede realizar un helicéptero, pero si conserva
algunas propiedades de interés para poner a prueba teorias de modelado y control. Las dos principales
simplificaciones del TRMS respecto a un helicéptero real son (ver Fig. :

1. Para un helicéptero, y en general para vehiculos aéreos, los grados de libertad son seis: la posicién en
el espacio (z,y, z) y la orientacién (elevacion, desvio, rotacion); en contraste, el TRMS tiene posicién
espacial fija y respecto a la orientacién, no hay posibilidad de rotacién, por lo que el TRMS solo tiene
dos grados de libertad: elevacién y desvio.

2. Para un helicéptero real, los rotores son los actuadores del sistema; sin embargo, se tienen seis grados
de libertad a controlar, por lo que el sistema es sub-actuado (existen mds grados de libertad que
actuadores); en contraste, el TRMS tiene dos grados de libertad y dos actuadores, por lo que el sistema
es completamente acutado (existen igual grados de libertad que ndmero de actuadores).

3. Para un helicéptero real, la dindmica del vuelo es afectada en gran medida por las condiciones am-
bientales (clima, temperatura, altura, turbulencia, etc.) para el TRMS las condiciones de operacién se
suponen ideales (altura constante, medio homogéneo y sin turbulencias, etc.).

Por otro lado, en el cuadro se muestran las principales diferencias entre el TRMS y un helicéptero real.
Para simplificar la obtencién del modelo, también se consideran las siguientes supuestos:

= El sistema esta aislado. En el sistema no actian fuerzas externas y se considera en un sistema de
referencia inercial.
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= Célculo de inercia. Los célculos de los momentos se simplifican asumiendo que las partes del TRMS son
geométricamente simples.

= Centro de rotacién. Se asume que la barra que sujeta los rotores y la torre se encuentran articulados
de tal forma que los ejes de simetria de la barra y la torre se cruzan en el punto de articulacién.

= La friccién se considera de tipo viscosa a excepcién de los rotores donde se considera también la friccion
por arrastre.

Adems3s de las simplificaciones anteriores, para la obtencién del modelo matematico del TRMS, se estudian
por separado el modelo de los rotores y el modelo de la mecdnica del TRMS de manera independiente y al
final se acoplan los dos modelo en uno solo para el sistema completo.

1.2.2. Descripcién general

El TRMS tiene dos entradas que son los voltajes aplicados a los motores que influye directamente
en la velocidad de rotacién w, y wy de las hélices; éstas a su vez generan las fuerzas Fy,(wy) y Fp(wp) en los
planos vertical y horizontal; las posiciones angulares «,, (elevacion), ay, (desvio) son los dngulos que se miden
en los planos vertical y horizontal respectivamente y son las salidas a controlar, ver Fig.
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(a) Sistema helicéptero de laboratorio con doble rotor de miltiples (b) Helicéptero militar estadounidense Boeing AH-64 Apa-
entradas y multiples salidas (TRMS). che.

Figura 1.2: Diferencias entre el TRMS y un helicéptero real.

El TRMS es percibido como un problema dificil en las dreas de modelacion y control de sistemas
dindmicos debido principalmente a las tres caracteristicas siguientes [31]:

1. Es un sistema altamente no lineal.
2. Los movimientos de los planos vertical y horizontal estan acoplados.

3. No todos los estados del sistema son medibles o accesibles.

En Fig. [1.4(a)| pueden visualizarse las partes y los movimientos del TRMS junto con las fuerzas
generadas por los rotores. La barra trasversal estd pivotada a una torre permitiendo dos grados de libertad.
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(a) Fuerzas gravitacionales y fuerzas de propulsién en el plano (b) Fuerzas de propulsién en el plano horizontal.
vertical.

Figura 1.3: Movimiento del TRMS en el plano vertical y horizontal.

Cuadro 1.1: Principales diferencias entre un helicoptero birotor real y el TRMS.

Caracteristica TRMS Helicoptero

Localizacion del punto de pivote. A Ta mitad entre los dos rotores. En el rotor principal.

Generacién de elevacion o Control de velocidad del rotor Control de inclinacién*.

control vertical. principal.

El desvio (yaw) es controlado por:  Velocidad del rotor de cola. Angulo de inclinacién de
las palas del rotor de cola.

Control ciclico.** No. Si, para control direccional.

*El dngulo de inclinacién de las palas del rotores es variable, pero la velocidad es constante.
**Plato ciclico para modificar la orientacién del eje perpendicular a la superficie de giro de las hélices.

En los dos extremos de la barra se sujetan dos rotores dispuestos perpendicularmente entre si. El rotor
principal genera empuje vertical, el rotor de cola genera empuje en el plano horizontal.

Las entradas del sistema son los dos voltajes que se aplican a los dos motores de DC que conforman
los rotores. Las dos salidas del sistema son las posiciones angulares en el plano vertical y horizontal que son
medidas por dos sensores de tipo encoder incremental.

El movimiento del sistema estd limitado por restricciones mecanicas las cuales solo permiten el mo-
vimiento para 6, = £2.8 rad. en el plano horizontal y 6, = [+1.2 , —1] rad. para el plano vertical. En Fig.
1.4(b)| se muestran los limites del movimiento.

1.2.3. Modelo del rotor

Los propulsores del TRMS son dos rotores. Para el TRMS, un rotor consisten en un motor DC que
tiene acoplado en su eje de giro una hélice; de ésta manera, el modelo del rotor es practicamente el modelo
del motor DC y la adicién de un término de friccion de arrastre debido al efecto de abatimiento de las paletas
de la hélice con el viento (medio viscoso).

Los motores con los cuales esta equipado el TRMS son motores DC con excitacion separada. Cuando
son excitados por una corriente de campo ¢ y una corriente de armadura 4., el motor desarrolla una fuerza
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(b) Espacio de trabajo por limitaciones mecénicas del sistema.

Figura 1.4: Descripcién fisica del TRMS asi como los limites en el movimiento angular.

contraelectromotriz (fem inducida) y un par de torsién para balancear el par de carga a determinada velocidad.
La corriente de campo 7y de un motor con excitacién separada es independiente de la corriente de armadura
iq. Tipicamente, la corriente de campo es mucho menor que la corriente de armadura. En Fig. [[.5] se muestra
un circuito equivalente del motor de CD con excitacion separada.

Figura 1.5: Diagrama de bloques del modelo simplificado de un motor DC con excitacién separada.

Las ecuaciones que describen la dindmica de un motor DC con excitacién separada se pueden escribir

como [32]:

di
’Uf:Rf’l:f+Lf%7 (1.8a)
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Vg = Ryiq + La% + ey, (1.8b)
Td:J(fl—L:—FBw—FTL, (1.8¢c)
eg = Kyifw, (1.8d)

Ty = Kyifia. (1.8¢)

donde
Va, Vf, eg = voltaje de armadura, de campo y contraelectromotriz, [V],
iq, iy = corriente en el circuito de armadura y de campo, [A],

T, = par motor electromagnético, [Nm)],

w = velocidad angular del motor, o frecuencia angular del rotor, [rad/s],
B = coeficiente de friccién viscosa, [Nm/rad/s],
J = coeficiente de inercia, [Nm/rad/s?],
K, = constante de voltaje, [V/A — rad/s],
K; = constante de par motor, en la practica K; ~ K,
L., Ly = inductancia del circuito de armadura y de campo, [H],
R,, R; = Resistencia del circuito de armadura y de campo, [€],

Ty, = par de carga, [Nm)].

La electrénica de potencia para estos motores es tal que alimenta el circuito de campo del motor en
el instante ¢¢ (cuando se enciende la planta) con un voltaje v; constante. Se considera disponibilidad de los
motores hasta un tiempo t > ¢ty donde [to, ;] es el intervalo temporal donde ocurre el estado transitorio del
circuito de campo, para t > ty el circuito de campo estd en estado estacionario y por lo tanto iy es constante.

Considerando 7y igual a una constante y ya que por informacién a priori experimental, en la practica
se puede suponer que K; ~ K, entonces se considera la siguiente definicién:

if:]%, K = Kyip ~ K,i, (1.9)

por lo que se pueden reescribir las ecuaciones (|1.8)) como:

di

Va = Ruaiq + Laé + Kuw, (1.10a)
. dw

KZQZJE‘FBW‘FTL, (110]3)

de esta manera, los motores de excitacién separada se pueden considerar como motores de imén permanente
como los estudiados en la seccién anterior, por esta razon, de aqui en adelante se elimina el subindice a en

Va, ta, Ra, Lg de las ecuaciones (1.10a)) y (1.10b)).

Los motores empleados para los rotores del TRMS tienen las mismas series y especificaciones de
produccién; sin embargo, las hélices aportan una fricciéon no lineal por el efecto del abatimiento de las paletas
de las hélices con el viento, ésta friccion es conocida como friccion de arrastre y es la tnica diferencia entre
el modelo del motor y el modelo del rotor. Podemos escribir dos ecuaciones, una para el subsistema eléctrico
y otra para el subsistema mecanico donde la fricciéon de arrastre se modela por el término
D|w|w donde D es el coeficiente de friccién de arrastre y | - | representa el valor absoluto.

di(t)

v(t) :Ri(t)+LW+KW, (1.11a)
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Ki= Jw(t) + Bw + D|w|w. (1.11b)

Con la finalidad de reducir el modelo, se someterd a un proceso de normalizacién para expresar al
sistema en la forma perturbada singularmente y considerar al sistema degenerado cuando ¢ — 0 [33] [34].
Considerando al sistema dimensionado

L;l—j{ =KW —RI+U,
i (1.12)
Jr = KI— BW — D|W|W,

donde considerando la normalizacién de todas las cantidades excepto el tiempo (L, R, U, K, J, B, D,I,W) se
obtiene:

di
LIt — K. W.kw — RoLri+ Usu,
T (1.13)
dw ’
J*W*jd—T = K, I.ki — B.W,bw — D,W?2d|w|w,
donde:
2 2
Jo=MI2, K,=7350, U.o=55rs, Fo=2L 2= Ml (1.14)
LI, di .
U, Ed—; = —kw — ri + u,
JW. dw (1.15)
;*L:jﬁ = ki — bw — d|w|w,
donde las cantidades LI}*]*, ‘é*vg: tienen unidades de tiempo y se definen como tiempo eléctrico y tiempo

mecénico T,, T,, respectivamente. Por resultados de la estimacion de parametros del sistema, se sabe que
T, < T, por lo que se elige a T;,, como la unidad de tiempo. Se realiza el cambio de variable ¢t = T'/T,, para
adimensionalizar el sistema y se obtiene:

Te@——ﬁw—ii—&—fu
Tndt /¢ I
dw k. b d

a j j

(1.16)

y ahora se puede representar al sistema en la forma estandar con un parametro adimensional fisicamente
significativo € = T, /T,,. Realizando el cambio de variable 1 = w, xo = ¢ y la definicién de las cantidades

adimensionales:

Alzﬁ.a AQZQ) A3:§7 A4:ﬁ7 A5:%’ A()':%?

se obtienen las ecuaciones del sistema en la forma de un problema perturbado singularmente:

T = Ayxo — Doy — Aszl|wy |y, (1.17)
ety = —Ayx1 — Asx9 + Agu. .

Considerando a ¢ lo suficientemente pequeno, se puede considerar trabajar con el sistema degenerado
el cudl se obtiene en el caso donde € = 0, por lo que se reduce el orden del sistema como:

j,‘l = All‘g — A2$1 — A3|l‘1‘$1

1.18
0=—-Asx1 — Asxa + Agu ( )
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y sustituyendo la ecuacién algebraica en la ecuacion diferencial, se obtiene:

T = —61|$1|$1 — 0ox1 + 63’11, (1.19)
donde §; = Az, 0y = AA?“ + Ay, 03 = AA—?@ Finalmente, expresando nuevamente en las variables de
configuracion se tiene:

‘ D|| K2+B +K (1.20)
w=——lww—-—[=—+—=|w+ —v. .
J JR J JR

1.2.4. Modelo de la mecanica del TRMS

Para simplificar la explicaciéon del movimiento del TRMS, los movimientos son divididos en aquellos
que ocurren en el plano vertical y los que ocurren en el plano horizontal (ver Fig. [1.6(a)l).

E::|I:| ('[B[G\-',:L-ﬁ_:l = Tm

Ly cos(B, re) = 7

§ ye-axis
I
1
I
|
I
I
1
I
I
!
1

losin(f, res) = 72

ey

i

I

I

I

i

I
==
(a) Movimiento del TRMS en los planos (b) Torques en el plano vertical.
vertical y horizontal.

Figura 1.6: Movimiento angular del TRMS y los torques en el plano vertical.

Torques en el plano vertical
En el plano vertical se consideran cinco torques que actian en el TRMS (ver Fig. [L.6(b))):

1. Torque 7,,, generado por los rotores.

2. Torque 74 generado por la fuerza de gravedad.
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3. Torque 7, generado por la fuerza centrifuga.
4. Torque 7y, generado por la fuerza de friccién.

5. Torque 75 generado por el efecto giréscopo.

El torque generado por los rotores puede ser modelado como la suma de los torques que propor-
cionan el rotor principal y de cola de manera independiente como:

Tm(wmawt) = lvam(UJm) + ltht(wt)a (121)

donde Fy,, v F,: son las fuerzas de propulsién en el plano vertical generadas por el rotor principal y de cola
respectivamente. Considerando que el empuje generado por los rotores es proporcional a la velocidad angular
al cuadrado a la que giran las hélices, elegimos las funciones F, ,+ como:

va(wm) = km |wm| Wmy

1.22
th(wt) = kg, |0Jt| We. ( )

Suponiendo k > 0, entonces la expresién F = k|w|w tienen el signo de w; por esta razén no se emple6 w? en

las ecuaciones en cuyo caso F' > 0 para w € R. Si F' > 0 fisicamente significa que, independientemente
del sentido del giro (signo de w), los rotores siempre ejerce fuerza de propulsién en una direccién, lo cual no
es verdad; la direccién de propulsion cambia con el sentido del giro, ésta es la razén por la que se elije la
expresion |w|w para conservar el signo de w. Finalmente, la ecuacién que representa el torque generado por
los rotores en el plano vertical es:

Ton (Wi s W) = Uk |wim| Wi + Likn |we| we. (1.23)

El torque por fuerza de gravedad puede ser dividido en tres partes: la parte principal de la barra

(1.244), la parte de cola (1.24b)) y la parte del contrapeso (1.24c)), ver Fig. [1.6(b)|

Tg,m = —g (L’lgb + Mms + mmm) l'm COS eva (124&)
Tgt =9 (% + mys + mtm) lt cos 0y, (124b)
Tge =0 (m;b l.+ mcmlcm> sin 6. (1.24¢)

Las ecuaciones (1.24]) se pueden expresar en forma compacta como:
Ty =9 ((A— B)cos, — Csinb,), (1.25)

donde A = (% + mys + mtm,) lt7 B = (% + Mms + mmm) lm y C= (771261, lc + mcmlcm)~

El torque por fuerza centrifuga se puede modelar como ([1.26al), el torque por fuerza de friccién
como (|1.26b)) y el torque por efecto giréscopo como (|1.26¢)). Para més detalles sobre éste modelo, puede

consultar [31], [13].

m;b 2+ mgnl2, . (1.26a)

1
Te = —§QZHsin 20,; H = Al + Bl,, +

Tfv = _Qv,uv- (126b)
Ts = kg Fy(wy)2p, cos b, (1.26¢)
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Torques en el plano horizontal
En el plano horizontal se consideran tres torques que actian en el TRMS:

1. Torque 7 generado por los rotores.
2. Torque 7y, generado por la fuerza de friccion.

3. Torque 7, generado por un “péndulo virtual”.

El torque generado por los rotores puede ser modelado como:
Tt (Wi, Wt) = [l Fm (Wi ) + 1 Fpe(wy)] cos 0,.

Considerando que el empuje generado por los rotores es proporcional a |wp, ¢|wm,t, se eligen las funciones
Fym e como:

Fhm(wm) = kmn |wm| Wiy

th(wt) = kt |wt| Wt.
Finalmente se puede expresar:

Tt (Wi wi) = (Umkmn |Wim | Wm + Lk |we| we) cos 8,,. (1.27)

Se puede modelar el torque por la fuerza de friccién como y el torque por un péndulo
virtual como . Este ltimo torque es generado por los cables de conexién los cuales ejercen un torque
proporcional a la posicién, por ello es que su efecto es similar al de un “péndulo” bajo la fuerza potencial
gravitatoria, razén por la cudl se le refiere como “péndulo virtual”.

Trn = —Qnph- (1.28)
— (1.29)

Momentos de inercia en el plano vertical

Para determinar el momento de inercia total en el plano vertical, éste es dividido en ocho partes,
cada una descrita individualmente.

El motor DC principal es considerado un cilindro sélido donde 72, < I,,, con lo cual se calcula el
momento de inercia como

1
El momento de inercia de la barra principal estd dado como
1 2
Jv,mb = gmmblm~ (1-31)

El momento de inercia del motor DC de cola

J’U,t =~ mmtl? (132)
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El momento de inercia de la barra de cola
1
oo = 3mal?. (1.33)

El momento de inercia correspondientes al contrapeso y su barra son

o = mel?, (1.34)

1
Jv,cb = gmcblglr (135)

Para los escudos de los rotores (aproximados a cilindros huecos) los momentos de inercia son

1
2
Jv,ms = §mmsTms + mmslmb7

(1.36)

2
Jv,ts = MysTg + mtsltb-

Finalmente, el momento de inercia total en el plano vertical puede escribirse como

1
3

1

3mtblf + mclg—i—

Jy = Z Jv,i = mmmlgn + mmblgn + mmtl? +

i=1

1 1
+ gmcblgb + Emmsrfns + Minslmy + mtsr?s + myslip. (137)

Momentos de inercia en el plano horizontal

El momento de inercia en el plano horizontal puede dividirse en ocho partes. El momento de inercia
del motor principal, donde r¢ ,, < I, puede escribirse como

1
Jhom = §mmmrt2,m + M (Lo €08 04)% & My, (I €05 6, . (1.38)

s

El momento de inercia de la barra principal es

1
Jh,mb = gmmb (lmb COSs 91})2 3 (139)

El momento de inercia del motor y barra de cola es descrita como

Jh,tm ~ Mmt (ltr COs ev)z 9

Jhtp = %mtb (I cos 91,)2 . (1.40)
El momento del contrapeso y su barra es
Tne = me (lesin ),
Jh,cb = %mcb (lcsin Gv)z . (1.41)
El momento de los escudos de los rotores (aproximados a cilindros huecos) estd dado por
Ihms = mmsr?ns + Muns (Lmp COS Gv)z ,
(1.42)

1
Jhts = thsrfs + mys (Igp cos 0,,)2 .
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El momento de inercia total en el plano horizontal puede expresarse como

8
1
Jp, = Z Jhi = M (Linp cos GU)Q + gmmb (Imp cos GU)Q + M (I cOS GU)Q +

i=1

1 1
+ gmtb (I cos GU)Q + me (I sin 9v)2 + gmcb (Icsin QU)2 +

1
4 MinsT2s + Mims (Imp €OS 9,,)2 + imtsrfs + mys (Igp cos Hv)z = Dcos®6, + Esin®6, + F, (1.43)

donde D = (me + My + mms) 2 + (% + my + mts) 2 F = %l% + mcblfb y F = mz“rfs + MipsT2, -

Finalmente se pueden expresar las ecuaciones de movimiento del sistema completo como:

112y — g [(A— B)cosf, — Csind,] + lmk‘m|wm|wm+

2,
Jy
N Liken |wi|wy — %Q,le sin 20, + kg (km |wm|wm + kin|we|we) Q2 cos HU’ (1.44a)
Jy
Qh _ —ILLth — kpeh + (lmkzmn|wm|wzm =+ ltkt\wt\wt) COS 01}7 (144b)
Dcos?26, + Esin“ 6, + F
Wi, = — —— | Wi |Wm — — | wm Upns 44c
Im InBm I ImBm
. Dt Kt2 Bt Kt
=—— — — ——y, 1.44d
Wy 7, || ws (Jth + 7, wt + TR, vt ( )
donde (|1.44a]) corresponde a la ecuacién de movimiento en el plano vertical, (1.44b|) corresponde a la ecuacién
de movimiento en el plano horizontal, (|1.44c)) corresponde al rotor principal y (1.44d)) corresponde al rotor
de cola.

1.2.5. Modelo del TRMS en el espacio de estados

En esta seccién se obtiene una representacion alternativa del modelo del TRMS conocida como modelo
en el espacio de estados. La finalidad de obtener este modelo es poder aplicar técnicas modernas de teoria de
control, que se abordaran en capitulos posteriores, y realizar las pruebas de controlabilidad y observabilidad;
éstas pruebas son necesarias para asegurar que es posible controlar el TRMS (en base al modelo) y que las
variables de estado no medibles si pueden ser estimadas (observacién).

Se eligen como variables de estado las componentes del vector x y como entrada a las componentes
del vector v:

T = 91}
To = 91) = Qy
r3 = 0 Um,
- . L v= . 1.45
v rs =0, =Qp v |:'Ut:| ( )
T5 = W
Te = Wt

Tedricamente, para los fines de control, el conocimiento de los pardmetros fisicos no es estrictamente necesario;
es posible trabajar sobre modelos normalizados adimensionales [16, [I7], modelos cuyos pardmetros no tengan
interpretacién fisica, incluso modelos no paramétricos [14]; ésto se puede aprovechar para reducir el nimero
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de parametros a estimar. Mas ain, como la estimacién de pardmetros puede formularse como un problema
inverso [19], se puede dar el caso en que éste sea mal planteado y no pueda obtenerse una estimacién fiable;
la reduccién de los pardmetros en el modelo trae como primera ventaja un grado mayor de estabilidad en la
estimacién o incluso el buen planteamiento del problema.

Se propone reparametrizar el modelo (1.44]) por agrupacién de todos aquellos pardmetros fisicos que
en el modelo aparecen como productos de ellos mismos, obteniendo:

Tl =T2,

Fy =112 4 M2 cOS Ty + M3 sinay 4 (g + Nr2ys cos 1) |Ts|Ts + (15 + N8a cos w1 )|T6| 6 4+ MeTT Sin 271,

i'3 =Ty,
_ p124 + paws + (ps|as|zs + palwe|vs) cos 7 (1.46)
4 = . )
ps cos? 1 + pgsin® z1 + pr
Ty = — dm“TS‘xS — bmnTs + AU,
Te = — d¢|we|re — bpwe + arvy,
donde
_ )% _ . B-A _ C _ lmkm
m=—7, M=g9=5- M=95, M=, 147
_ likin — H _ kgkm _ kgkin ( : )
=", Ne=—"35, M="7"> M= "7
_ ___Mh ___kp — lmkmn — Lk
p1 = D+F> P2 = D+F> p3 = D+F P4 = D+F> (1 48)
_ D _ _E _ _F ’
P5 = Brr> P6 = Drrp> PT = PrF-
d —Dm p _ Ko | Bu o _ Ku
m Im ? m Im Rom, Im ? m Im R ” (1 49)
d, =Dt p — K B a — K
t Ji t Ji Ry Ji? t Jie Ry ”

Cabe sefialar que la eleccién de los pardmetros p; i = 1,7 en puede parecer extrana (en el sentido de
que es innecesaria) puesto que el divisor D 4 F' estd presente en todos ellos y por lo tanto se puede eliminar
y Unicamente estariamos renombrado los pardmetros fisico; sin embargo, la eleccién de dichos pardametros es
conveniente para la tarea de estimacién de parametros como se verd en el capitulo [2] secciéon

1.2.6. Analisis de controlabilidad y observabilidad

Tomando directamente el modelo (1.46) que es un modelo en la forma de Cauchy & = f(z,v), se
puede analizar la controlabilidad y observabilidad del sistema en una vecindad del punto z* en el espacio de
trabajo, se procede a la linealizacién del sistema como:

. _of _of
x—Ax+BU, A_%I*,v’ B—%z* (150)
Considerando linealizar en el punto = 2* = § = [0; 0 63 0 J5 &¢]7, se tiene:
of
—| =0 1 0 0 0 O 1.51
oz | . [ Ik (1.51)
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donde las ultimas dos ecuaciones se obtuvieron considerando Ty =

con lo que se puede escribir:

0fs
Ox

Af2

O |,

x

ofs
or1
afs
31)2
afs
81‘3
ofs
(9$4
ofs
Oxs
afs
Oxg

= [~m2sindy +nzcosdy m 0 (97|05|05 4+ ns|d6|d6) cos b1 2malds|  2ms|d6]] .

=M,

=0,

= 2nex4 cos 2z + (n7|xs|xs + nglas|rs) cosxy,

= 2774|x5| + 2777|$5|$4 COS T1,

= 2775|336| + 2778|.Z‘6|:L‘4 COST1,

dlyl _

0fs
or | .

x

=000 10 0.

Para simplificar la notacién, se define:

x* , w=0

1

&«

|

s
0x1
s
Oxo
s
(9l‘3
ofs
81‘4
s
8$5
s

6376

G

2==(p5 — ps)sin o1 cos 61 — (ps|zg|Te + palas|zs) sinzq

&

¢ := p1x4 + p2xs + (p3|xe|re + palas|rs) cos xq,
€ == ps cos? x1 + pgsin® xz; + pr,
G 1= Cl,- = p203 + (p3]d6|d6 + p4]05]d5) cos di,
&oi=¢|,. = ps cos? &1 + pgsin? &, + pr,

€

1
:2p4g|:c5| cos z1,

1
:2p35|x6| cos z1,

0 p2

p1 2p4|Ts| cosxy

Ofs )

=0 —{1,2,3,4,6
al'i 9 ? {7 9y Xy }7
0Fs = — 2d|z5| — b,

dxs

—nosinay + n3 cos 11 + 2nex] cos 21 — (n7|xs|Ts + 8|76 |Te)Ta COS T,

sign(y), |y| = sign(y)y.

(1.52)

(1.53)

(1.54)

. 1 .
(p5 — pg) sinxy cosxy — = (p3|ae|re + pa|zs|zs) sinaq,

2p3lxg|cosxy], (1.55)
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Afs

a = 55l = 0] (1.56)
dfe .
_— = =1
oz, 0, =1 , D,
0
Tﬁ :—2dt|l‘6| —bt,
0fs —0 0 0 0 0 —2d/66|—b]. (1.57)
Oz z* , w=0

Reescribiendo en forma matricial, se obtiene la matriz del sistema linealizado como:

A=
0 1 0 0 0 0
—mn2 sin 81 + M3 cos d1 m 0 (777|55|65 +T]g|(§3|55)€0551 27]4|55| 27‘]5‘56‘
0 0 0 1 0 0
22—5(p5 — pe) sin 61 cos 81 — é%(pg.\xg\zg+p4\z5\z5)sinzl 0 g—f 2% ép4|r5|cosxl E%pg\xg\cosml
0 0 0 0 —2d|85| — b 0
0 0 o0 0 0 —2d4|86| — b
(1.58)
e manera similar, la matriz de entrada es:
D lar, la matriz de entrad
BT . 0 0 0 O QAm 0 (1 59)
0 0 0 0 0 a° '

El TRMS esta equipado con sensores que miden la posicién angular en el plano vertical y horizontal, por lo
que se tiene informacién sobre 6, = x1 y 0, = x3, por lo que la matriz de salida se puede escribir como:

1 0

= [ 0

0000 0
00100 0}. (1.60)

La controlabilidad y observabilidad se comprueban verificando que la matriz de controlabilidad y
observabilidad P y @ son de rango completo [22] (ver la seccién [D.7.1)).

C
CA
CA?
CA3 )
CA*
CA>

Q=[B AB A2B AB A*B A°B], P= Rank[Q] = Rank[P] = 6. (1.61)

Para calcular el rango de las matrices @ y P, se puede emplear el software Wolfram Mathematica con las
instrucciones que se muestran en Fig. [I.7}

1.2.7. Implementacion en MATLAB-Simuink

En esta seccién se presenta una implementacién del modelo del TRMS en el lenguaje Simulink el
cudl sera de utilidad en los capitulos siguientes cuando se prueben los algoritmos de estimacion de parametros
y, particularmente, los algoritmos de control. Con la finalidad de hacer mas intuitiva la programacién del
modelo en Simulink, se crean tres subsistemas: |Rotores], | MovVertical] y [MovHorizontal].
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0 1 0 0 0 o0 0 o
a2l a22 0 a24 a25 a26 0 o
o o o 1 o o | 0 o 100000
W2 A=l a1 0 a3 as4 ass a6 |2 | 0 o | C“loo100 0

0 0 0 0 as5 0 b51 0
0 0 0 0 0 a66 0 bs2

A2 = A A

A3 = A A A

A=A A A A

A5 = A A AAA
nesl= Q=Join[B, A.B, A2.B, A3.B, A4.B, A5.B, 2]; MatrixRank [Q]
out[28]= 6
o= P =Join[CC, CC. A, CC A2, CC. A3, CC. A4, CC.A5]; MatrixRank [P]

out[29]= 6

Figura 1.7: Instrucciones en Wolfram Mathematica para el cédlculo del rango de las matrices P y Q.
El subsistema |Rotores]|

La descripcién de la programacién del modelo del TRMS en Simulink puede iniciarse por los rotores,
pues éstos poseen las variables de entrada del sistema, en Fig. se muestra la implementacién de las
dos ecuaciones diferenciales &5, @ que modelan los rotores del TRMS; observe que la entrada es un vector
v = [vy, v]T cuyas componentes son los voltajes en las terminales del rotor principal y de cola y la salida es
un vector w = [wy = |Wm|wm we = |wiwi]T cuyas componentes son el signo por el cuadrado de la velocidad
angular de los rotores principal y de cola respectivamente. Los pardmetros d,,, by, am, dt, by, a; se etiquetan
como dm, bm, am, dt, bt, at respectivamente.

El subsistema |[MovVertical ]

Otra parte ficilmente notable en el modelo del TRMS son la dindmica en el plano vertical; ésto
es modelado por las ecuaciones diferenciales &1, ©2. En Fig. se muestra la implementacion de estas
ecuaciones diferenciales. Observe que la entrada es el vector w = [wy = |wp |wm we = |wi|wi]T v el estado x4
(la velocidad angular en el plano horizontal) y las salidas son los estados x; y x2. Los pardmetros n;, i = 1,8
se etiquetan como el, e2,...,e8.

El subsistema |MovHorizontal|

Finalmente se implementa la dindmica del movimiento en el plano horizontal del TRMS, ésta es
modelado por las ecuaciones diferenciales &3, 4. En Fig. se muestra la implementacién de estas
ecuaciones diferenciales. Observe que la entrada es el vector w = [w1 = |wp|wm w2 = |wi|w]T y el estado
21 (la posicién angular en el plano vertical) y las salidas son los estados x5 y x4. Los pardmetros p;, ¢ = 1,7
se etiquetan como r1, r2,...,r7.

La implementacién final es la que se muestra en Fig. [1.8(a)l La entrada es el vector v = [v,, v¢] v las
salidas son el vector de estados completo x o los estados medibles y = Cx.
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Integrator
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-
- Abs1

Rotores
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x1 =3
w x4 |
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(a) Implementacién computacional del modelo del TRMS (b) Diagrama de bloques de subsistema |Rotores].

(1.46) en lenguaje Simulink.

oos x1 » =in Gain1 =m Gain10

[ -

sin x1 Gain2
=1
Sai e +

' Gain =r\_ | .
- ] = Gsinb B B —@
x
k- Integrator Integratort

F‘Jl

Gaind sin 2 x1

(c) Diagrama de bloques de subsistema |MovVertical].

Divide Integrater

Constant

(d) Diagrama de bloques de subsistema |MovHorizontal].

Figura 1.8: Diagrama de bloques del modelo del TRMS en Matlab-Simulink.
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Capitulo 2

Estimacion de parametros

A partir de que el universo es el
mas perfecto trabajo de un sabio
creador, nada en absoluto tiene
lugar en él sin alguna regla de
maximos o minimos.

Leonhard Euler.

A identificacién de sistemas tiene diversos significados en la literatura cientifica; la definicién méas aceptada
L se refiere a la identificacién, o modelado de un sistema, como el proceso de determinar un conjunto de
ecuaciones diferenciales o en diferencias, o los parametros de tales ecuaciones, que describen un proceso fisico
de acuerdo con un determinado criterio [24].

Este capitulo inicia con una descripcién del proceso de identificacion de sistemas; posteriormente se
estudian los algoritmos de estimacion de pardmetros por minimos cuadrados ya que son algoritmos impor-
tantes tanto para el proceso de identificacion como para el control adaptativo que se vera en el capitulo
siguiente. Al final se aplican los algoritmos estudiados para estimar los pardmetros del TRMS.

2.1. El proceso de identificacion de sistemas

En la literatura [211,[19] podemos encontrar que la identificacién de sistemas permite construir modelos
matematicos de un sistema dindamico basdndose en datos medidos. Esto se realiza por una serie de pasos que
en general se repiten hasta lograr un modelo matemaético cuya salida coincida lo mejor posible al conjunto
de datos experimentales. En Fig. se presenta de manera grafica los pasos que se realizan en el proceso de
identificacién de sistemas y los posibles lazos de iteracion.

2.1.1. Conocimientos previos sobre la planta

Primeramente, se determina el objetivo final del modelo lo cual es la base sobre la cual se tomaran
decisiones en los pasos sucesivos; los objetivos mas comunes son: verificacién de modelos tedricos, sintonia

21
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Figura 2.1: El proceso de identificacién de sistemas.

de controladores, base para el diseno de controladores, supervision y deteccién de fallos, prediccién, procesa-
miento de senales, simulacién, etc.

Una vez que se ha definido el objetivo de la identificacién del sistema se recurre a recopilar toda
la informacién util que sea posible sobre la planta; entre esta informacion pueden figurar: principios fisicos,
algunos parametros fisicos, curvas de transicion, rangos de operacién, condiciones del entorno, accesibilidad
y medicion, etc., todo esto que nos permita tomar decisiones acertadas en los pasos posteriores.

Finalmente, dependiente del tipo de aplicacion, se decide entre métodos de identificacién:

1. fuera de linea (off-line), en donde no se requiere un ajuste continuo del modelo debido a que se supone
que los parametros del sistema son constantes,

2. en linea (on-line), en donde se requiere un ajuste continuo del modelo debido generalmente a que los
parametros van cambiando con el tiempo.

2.1.2. Diseno del experimento y captura de datos

En general, se considera que los datos necesarios son los minimos posibles ya que la realizacién de ex-
perimentos puede ser muy costoso (econémicamente, computacionalmente, etc.); en esta etapa se determinan,
entre otras cosas:

= ¢l tipo de senales de excitacion; donde se busca por lo general excitar todos los modos del sistema con
una senal de excitacién con contenido frecuencial suficiente,

= el mejor periodo para la adquisicion de datos, donde se atiende principalmente el criterio de Nyquitz,

= la cantidad de datos necesarios; que esta en funcién del intervalo de tiempo de observacién del sistema
y se relaciona con el grado de fidelidad que se desea del modelo.
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Por lo general, antes de utilizar los datos capturados, se realiza un proceso de filtrado con la finalidad
de eliminar principalmente:

= datos erréneos; que no corresponden al conjunto de datos reproducibles por el sistema o que no tienen
correlacion con el resto de los datos y que pudieron haber sido capturados por fallas en los instrumentos
de medicién,

= altas frecuencias; donde las componentes de alta frecuencia se asocian por lo general a ruido en el
proceso o en la medicién,

= offsets; que son la suma de alguna componente estatica y puede ser originada por una calibraciéon
deficiente de los instrumentos de medicion,

= derivas; que son datos que no convergen a un punto estacionario cuando deberian hacerlo y cuyo origen
puede atribuirse a la integraciéon de una senal ruidosa o a una senal con una frecuencia baja dominante.

2.1.3. Eleccion de la estructura del modelo

La estructura del modelo se deriva por lo general por informacién a priori. En esta etapa se decide
sobre un modelo no paramétrico (como el andlisis de la respuesta transitoria, anélisis de correlacién, anélisis
frecuencial, anédlisis espectral, andlisis de Fourier, etc.) o paramétrico; en caso de éste tltimo por lo general
se aplican principios fisicos que gobiernan al sistema. Otros aspectos que se consideran sobre el modelo son:

= continuo o discreto,
= lineal o no lineal,

= modelado del ruido,
= regresiones,

= redes neuronales, etc.

2.1.4. Eleccion del criterio de ajuste y ajuste del modelo

El criterio es una medida de que tan bien representa el modelo a los datos experimentales. La forma
mas comun del criterio para el caso discreto es

10) =" g(e(k)). (2.1)

donde (k) es una medida del error y g(-) una funcién no negativa. Particularmente, la funcién g(-) se elije
como una norma ¢, y cuando p = 2 el criterio es el funcional de minimos cuadrados. Ocasionalmente se
emplea la norma ¢; como criterio para la “estimacién robusta” debido a que penaliza en menor medida en
comparacion con la norma ¢s a los datos sin correlacién; sin embargo la convergencia al minimo es mas lenta
respecto al criterio con norma fo. Finalmente, con el criterio elegido se determina el algoritmo para procesar
datos experimentales y obtener los parametros éptimos. En este trabajo se aplica el criterio de minimos
cuadrados [24) 23] 14}, 35, [36], que es el més estudiado y utilizado en la practica como parte fundamental de
los sistemas de control adaptativo [35], [T}, [24].
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2.1.5. Validacién del modelo

Cuando un modelo ha sido obtenido de datos experimentales, es necesario revisarlo para averiguar
sus puntos débiles. Por ello es conveniente obtener su respuesta a una entrada de excitacién adecuada y bajo
algun criterio (como polos y ceros, errores de prediccién, andlisis de residuos, etc.) determinar la calidad con
la que el modelo representa el proceso estudiado. Algunas de las técnicas mas usadas para la validacién de
modelos son:

media cuadratica de residuos,
autocorrelacién de residuos,

correlacién cruzada entre residuos y entrada,
viabilidad respecto a los parametros fisicos,

reduccién del modelo,

A

comparacién directa.

La técnica més empleada para validar el modelo es por anélisis de residuos; en este contexto, los residuos son
definidos como las diferencias entre la salida del sistema y la salida calculada con el modelo identificado:

e(k,0) = y(k) —y(k,0), (2.2)

donde e(k, ©) son los residuos, y(k) la salida del sistema y y(k, ©) la salida del modelo identificado.

Media cuadréatica de residuos. Con esta técnica se mide el promedio del cuadrado de los residuos,
matematicamente se define como:

N
1 E 2
'l9M == N k_lf‘: (k, @), (23)

donde N es el ntimero total de datos procesados y ¥ € Ry indica la exactitud de la forma en que el modelo
identificado reproduce la respuesta del sistema.

Autocorrelacion de residuos. Dado que se asume que un modelo bien condicionado arroja una
secuencia de residuos similar a ruido blanco, una buena forma de verificar esta condicién es aplicar un chequeo

por autocorrelacién:
N
1
Nza(k,@)g(k—m,@), 7=1,2,3-- (2.4)
k=1

Pa(r) =

donde si ¥4(7) no da valores pequeiios para 7 # 0 indica deficiencia en la estimacién de los pardmetros del
modelo.

Correlacién cruzada entre residuos y entrada. De forma similar, los residuos no deben estar
correlacionados con la entrada, por lo cual se propone aplicar una correlaciéon curada de los residuos de la
salida con la entrada del sistema:

N
o(T) = %Zg(k, O)u(k)e(k —7k,0), T=1,2,3-- (2.5)
k=1

donde si se detectan trazas de entradas pasadas en los residuos, entonces una parte de la salida esta asociada
con valores pasados de la entrada, lo cual es indicativo que el modelo puede mejorarse.
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2.2. Estimacion de parametros como un problema de optimizacion

Definicién 1 (Problema general de optimizacién). Sea X un espacio vectorial real, sea S C X un
conjunto (no necesariamente un subespacio), y una funcién f : .S — R; el problema de hallar Z € S tal que

f(@) < flx), VzeSs,
se dice problema general de optimizacién y se denota como:
min f(x),

donde la soluciéon Z se le denomina minimo global de f sobre S. Pueden distinguirse las siguientes carac-
teristicas:

= La dimensién del espacio vectorial X es la dimension del problema.
= S = X, el problema se dice sin restricciones.

= S C X, el problema se dice con restricciones. &

Por convencion se habla de minimizar y no de maximizar una funcién objetivo o funcional f. Clara-
mente puede verse que mazimizar a f puede formularse como minimizar — f.

Definicién 2 (Minimo local y global). Un punto Z es un minimo local de f si existe r > 0 tal que:
f@) < flz) Va:|z -z <r

El minimo global de f serd el minimo local de menor valor de la funcién objetivo. '

Encontrar el minimo global de una funcién no lineal cualquiera es un problema abierto en matemati-
cas. Los métodos existentes no pueden mas que garantizar la convergencia a minimos locales.

Teorema 1: Un punto T es un minimo local de f si se verifican las siguientes condiciones:

1. Z es un punto estacionario de f, es decir V f(z) = 0.

2. La matriz hessiana en X es definida positiva.

2.3. Estimacién de parametros para modelos lineales

La estimacién de parametros se puede formular como un problema de optimizacién en el que el mejor
modelo es aquel que mejor se ajusta a los datos de acuerdo con un criterio dado. Para modelos lineales
respecto a los parametros la estimacion de parametros considera los siguientes modelos:

y =0 +w, (2.6a)
donde
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¥,y € R es la variable de observacion o de salida del sistema y la salida del modelo simplificado
respectivamente,

O, © € R" es el vector de parametros reales y estimados respectivamente,

= w € RN es un término de ruido, incertidumbres, dindmicas no modeladas, etc.,

p € R1X™ es el vector de mediciones o funciones de mediciones, que pueden depender de otras variables,

los pares medicidn y observacion (g, yx) se conocen como experimento.

Si el sistema puede ser representado por la ecuacién y deseamos ajustar el modelo simplificado
, la tarea de estimacién de pardmetros consiste en buscar los pardametros O tales que sean la solucién
del problema de optimizacién para algin criterio. La soluciéon optimal del problema de estimacion depende,
de como se formule el problema. Hay muchas posibilidades de combinar condiciones experimentales, modelos
y criterios. Matematicamente, el problema de estimacién de parametros puede expresarse como:

0= argm@in J(09), (2.7)
donde J(©) es un funcional elegido como el criterio de optimizacién.

De lo anterior, se puede concluir que, para resolver el problema de estimaciéon de pardmetros se
requiere lo siguiente:

1. Datos de entrada-salida del proceso.
2. Un modelo.

3. Un criterio.

2.3.1. Criterio de minimos cuadrados

Cuando se formula un problema de identificacién se introduce un criterio para tener una medida de
hasta que punto un modelo se ajusta a los datos experimentales. Particularmente, un criterio de optimizacién
se puede formular como funcién del error:

J(0) =gle); e=y—ij=y— b, (2.8)

Gauss formul6 el problema de identificacion como un problema de optimizacion e introdujo el principio de
los minimos cuadrados, este método define a g(e) como

gle) = Z (yi - (Piéi)z : (2.9)

n
=0

2.3.2. Algoritmo de estimacién por minimos cuadrados para parametros cons-
tantes

En esta seccién se presenta el caso particular de estimacion de pardmetros cuando éstos son constantes
y son representados como © € R™. Como el modelo que se considera es lineal y el funcional de minimos
cuadrados es convexo, entonces los parametros soluciéon © es un minimo y es unico. Para la solucién de
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éste problema, son necesarios al menos N mediciones linealmente independientes como se verd mas adelante;
sin embargo, en el k-ésimo experimento se puede resolver el problema con los k experimentos disponibles y
asi tener una sucesion {ék} que converge a Oy. En otras palabras, para © € R™, existe y es tnica la solucién
On que es préoxima a © (en el sentido de minimos cuadrados) y la cual se puede hallar por una sucesién
{@k} que converge a Oy como se expresa a continuacién:

{61} - 6N — 6. (2.10)

El método de minimos cuadrados puede ser aplicado a una gran variedad de problemas y es parti-
cularmente simple para modelos que pueden ser escritos como un modelo lineal respecto a los parametros
como en las ecuaciones ; considerando que solo es posible realizar mediciones experimentales en instantes
especificos se considera la versién discreta de €como

y(k) = ¢(k)© + w(k),

j(k) = (k)O(k — 1), (2.11)

e(k) =y(k) — 4(k).
Por comodidad, se realiza un cambio de notacién donde la variable independiente ¢ de alguna funcién £(t)
se discretiza con periodo T adecuado segin el criterio de Nyquist (periodo no necesariamente constante)
como k =tg+iT,i=0,1,--- y se indica como sub-indice, es decir & := (k). Por lo tanto, las ecuaciones
anteriores se pueden reescribir como:

Yk = PrO + wy,
ik = PkOk_1, (2.12)
er = Yk — Uk»

donde ¢; es un vector fila conocido como wariable de regresién o regresor y ©;, ©; son vectores columna
cuyas componentes son los parametros del sistema y del modelo respectivamente:

Ok = [Pk1 P2 -+ Okn ],
O=1[0,6, ... 6,]",

R “ R R T
Op = 011 O ... elm] .

Desde esta perspectiva, el problema es: dados N experimentos, determinar los parametros 6 ~ de tal
manera que las salidas calculadas g;, ¢ = 1, N se acerquen tanto como sea posible a las variables y;, i = 1, V.
Ya que la variable medida y es lineal respecto a los parametros © y el criterio de minimos cuadrados es
cuadrético, el problema admite una soluciéon analitica. Introduciendo la notacién:

Yii=lyiye .. ],
T

o= (o] 03 -0 0 ]

Ek::[el €y ... €L ]T:Yk—Yk:Yk—@kék,h

)

€ =Y — Ui =Yi — piOi_1,

y considerando el funcional:

k
JO) =3¢ =3 (u— i) = E"E= B, (2.13)

i=1 i=1

el problema de estimacién se soluciona encontrado el argumento que minimiza el funcional ([2.13)) y estd dado
por el siguiente teorema.
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Teorema 2 (Estimacién por minimos cuadrados): EI funcional (2.13) es minimo para los pardmetros
© tales que:

2706 = o7Y. (2.14)
Si la matriz ®T® es no singular, entonces el minimo es tinico y esta dado por:

6= (370) ' BTY; det (B7D) 0. (2.15)

DEMOSTRACION Sea el funcional

J(©) = [Y - @é} ! [Y - @@} - [YT - @chT} [Y - @é] — YTy — Y790 — 6707y + 6737 56.

A A N a T a N N
Yaque YT90,073TY e Re YTDO = [@TQTY} , entonces Y7 ®0 = ©7®TY . El funcional J(O) se reduce
a:

JO)=YTYy + 870790 — 2077y, (2.16)

Para minimizar el funcional J(©) derivamos e igualamos a cero:

T
—, (6707 06) - 2 0 (67e"Y) = 9 (670" 06) - 229" (@7y) 0. (2.17)
00 00 00 00 00
Para el segundo término del lado derecho de (2.17) se tiene:
d
agl 10 0
567 = o ) 01 ... 0
— = 2 0, 0 ... 0, |=1|. =1 2.18
| | L I 215)
9 00 1
90,

Para simplificar el andlisis del primer término del lado derecho de (2.17)), se definen A y B como:
A:=0Td;, B:=070790 =0TAO € R, (2.19)

donde se observa que A es simétrica. Por otro lado, el gradiente de B es:

0 9B
—=| " |B=| " |, (2.20)
9 OB

20, 90,
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donde la i-ésima componente es:

ailr a2 A1in €1
oB 90T . .. 00 az  az azn | |02
—=——AO+0TA— =0 010 0] s
00; 00; 00
an1  An2 Ann én
0]
air an ain| | 0 ai;
. e am agn | |9 0| . . | ag
[91 0o Hn] 1| = [ail a2 ain] St [91 02 en] =
0
apl  An2 Ann én Ani
_0_
(ain + ali)él + (aiz + a2i)é2 + o (@i + ani)én =
0
02
[(ai1 4+ a1s)  (aiz + az) (@in + ani)] e (2.21)
O
y ya que A es simétrica, entonces:
01
OB 02
5‘701- =2 [ a;1  a;2 Qin } 5 (222)
én
por lo que (2.17) puede escribirse como:
_ 91T
D)
2[ a1 ain a1n | :
L 0,
[ 01 ] .
0 a1l a2 a1n 01
OB 2[ as1 ax azn | : ) azi  aze ... Q2 )
00 6, ] : E
anl an2 e Ann 9n
0,
D)
2[ anl an2 Apn ] .
I bn 1]
200 = 20730 = a% (@%T@é) . (2.23)
con lo que (2.17)) se reduce a:
0 0pT06 - 20Ty =0 = o700 — a7y, (2.24)
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y si ®7® es no singular, entonces: © = (7d) 1 dTY. |

Algoritmo recursivo de estimacion por minimos cuadrados

Ahora partiendo del algoritmo ([2.15]), es posible deducir un algoritmo recursivo que permita calcular
para cada iteracién una nueva estimacién aprovechando las estimaciones previas. Consideremos primero la
siguiente notacién:

T
Yici=1[y1 ¥2 .- y—1],

T
1 =[of 93 - wha]
R R . . T
Op_1 = [ew: 1) ly(k—1) ... bu(k—1)] (2.25)
k-1 =[p1(k —1) ¢a(k = 1) ... dn(k—1)],
Dy_1 = ®f_ 1 ®y_1,
Zp =0} Vi 1.
Con esta notacién (2.15]) puede escribirse como (:)k,l = D,;_lle,l y para ék se tiene:
[T
Dy =®[®, =Dy 1 +¢fon = [P0, #f] [ ;k 1] = O Pr1 + P P (2.26a)
Yi_
Zy = Ve = Z 1+ ok = [®F, @f] [ Zk 1] =@} Y1 + 9k Ur- (2.26b)
Y para el vector de parametros en el instante k tenemos:
Ok = D" {Zk1 + b yn} = D} {Dk—lék—l + ‘P{yk} ; (2.27)

puesto que © = D17 = Z = DO, y por (2.26a) Dy_1 = Dy — ¢} ¢, tenemos:

O = D;' {[Dk —oFer] Ok-1 + W%yk} =041 — Dy ot 0kOk-1 + Dy ol yk
=01+ D;'of {yk - wkék,l} . (2.28)

Usando (2.12)), se obtiene:
61 =06, 1+ D,ﬁpf {ye — U} = Or1 + D,;lgafek. (2.29)
Al renombrar D~! = P, entonces:

Pey =[®F & 1] =Dy,

. . 1 b . B (2.30)
k—[ k—1 k_1+s0k90k] —[ k_1+c,0k<,0k]

1 -1
=D,

Para resolver la matriz Py, se hace uso del siguiente lema.

Lema 1 (Matriz de inversién): Sea A, C y [C™' + DA™'B] matrices cuadradas no singulares, en-

tonces: L
[A+BCD] ' =A"' —AT'B[C™' + DAT'B]” DA™ (2.31)

[ )
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DEMOSTRACION Multiplicando por la izquiera por A + BCD
I=[A+BCD]A™' —[A+ BCDJA™'B[C™' + DA™'B|"'DA™",
simplificando

I=1+BCDA ' —[A+ BCD|A™'B[C™' + DA™'B]"'DA™!,
QO =BCDA™ ' —[A+ BCD|A'B[C™' + DA™'B]"'DA Y,
BCDA™' =[A+ BCDJA™'B[C™' + DA™'B|"'DA™!,
BC = [A+ BCD|A™'B|[C~' + DA™'B] !,

multiplicando por la derecha por C~!' + DA~!B y simplificando

BC[C~'+ DA 'B]=[A+ BCD]A™'B,
B+ BCDA'B=B+ BCDA™'B.

Haciendo A = Dy_1, B= ¢}, C =1, D = ¢} y aplicando el lema en ([2.30)), se tiene:

1 _ _ _ -1 _
Py = [Dk—l + 90{90’6} = th - ij1<p{ [1 + ‘PkaE1‘Pg] ‘PkaL
1
=Pi1— Poorpf [L+ouPoc1ot | @rPo-1. (2.32)

Definiendo:
i =1+ prPr_10%, (2.33)
Pi_10} 1 T
Ky =—"F7"—=—PFP._ 190, 2.34
1+ @rPo10l L (2:34)
entonces:

Pk = Pk—l — Kk‘PkPk—l- (235)
La ecuacién (2.29) se puede escribir como:

. B . . 1
Ok =Ok_1+ D, 'pler, = Op_1 + Pppfer = Op_1 + {Pk1 - %Pk1¢£@kpk1} o el =

« 1 N 1
=041+ Pi_1pter, — — P19t orPi1pt e = Op_1 + Pr_1p} ex — Pi_1pt e, + — Pr_1pt ef, =
Tk A Tk
Ye—1

. 1 .
=01+ %Pk—ﬂpkek = O, + Kpep, (2.36)

donde ([2.36]) muestra que no es necesaria la matriz Py, sino que es suficiente con la matriz Py_;. El vector K
es conocido como ganancias de Kalman, P es la matriz de covarianza y e es el error de prediccion (el error
de estimacién se define como eg := © — O).

En el algoritmo [1I] se resume esta técnica que al ser recursiva requiere de valores iniciales. A falta de
mejor informacién, puede inicializarce Oy = 0 y Py alguna matriz simétrica y definida positiva. Tipicamente
Py = ol con ¢ igual a algin valor alto (cominmente entre 103 y 10°) conscientes de que un valor muy bajo de
o significard una convergencia demasiado lenta hacia © y un valor muy alto de o puede conducir a problemas
de inestabilidad numérica.
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Algorithm 1: Estimacion recursiva por minimos cuadrados.

Data: ékil’ Pi_1, Yk, Pk-
Result: O, Py.

P19}
1 Ky = —5 2+
k 1+pkPr_19+

2 Py =Py 1 — KpprPr1;
3 e = yr — PrOr-1;

4 Oy = O)_1 + Kyex;

5 return @k, P

2.3.3. Algoritmo de estimaciéon por minimos cuadrados para parametros varia-
bles

En esta seccién se presenta el caso mas general de estimacion de parametros y es cuando éstos no
son constantes. Ahora se puede pensar que en un instante inicial k = kg los pardmetros del sistema son ©°
y considerando que en el intervalo [kg < k < ki] el vector ©° se mantiene constante, como en el caso de la
seccién anterior anterior, existe @ , que es proxima a ©° (en el sentido de minimos cuadrados) y se puede

hallar por una sucesién {@ k} que converge a @9\,0. De forma similar, para el intervalo [k; < k < ko] el sistema

z 1 . A1l .. A1 7 ’1: s
presenta los pardmetros ©" que pueden ser aproximados por Oy, con la sucesion {6}, éste andlisis se puede
expresar como:

{60} — é?vo —0°% ko <k <k
{61} — 6%, = O, ki <k <k

(2.37)

{ "L} — X}m — @m7 km S k S k;erl;

Con referencia a las expresiones anteriores, puede verse que, en el caso mas general, @0 # O! £
- % @™ #£ ...; por lo que se puede concluir que la sucesién {ég} no es de utilidad para converger a
@}Vl puesto que los experimentos procesados entre kg < k < k; no incluyen informacién alguna respecto a
(;)}V1 y asi sucesivamente. En otras palabras, sélo los experimentos realizados entre k,, < k < k,,,+1 aportan
informacién para que {(:)Z‘} — éﬁm — ©™. De lo anterior, surge la necesidad de discriminar de alguna
forma los datos que la sucesién {©7} tiene sobre las sucesiones {é)m_l}, -+ ,{©%}. En otras palabras, es
necesario ponderar las experimentos de forma que tengan mas peso estos tltimos sobre los mas antiguos, con
lo que la sucesién {@m} lograr el seguimiento de @m

Esto dltimo puede interpretarse como un estimador de ©%F ~con memoria finita de experimentos;
en contraste, el estimador presentado en la seccién anterior posee memoria infinita pues la totalidad de
experimentos son considerados con el mismo peso para estimar ©.

Lo anteriormente mencionado puede aceptarse si se considera que los parametros del sistema varian
lentamente, que se cumple para los sistemas dindmicos que se considera en este trabajo, generalmente debido
a derivas, desgaste o fatiga, cambios de condiciones externas o porque el sistema sea no lineal. Para lograr




2. Estimacién de parametros 33

un algoritmo con las caracteristicas mencionadas, se define el funcional:

N N
A N 2
J(O,)) = MWe2 + AV71e? ... 1 i = § ANTRel = § ANR (yr%@k_l) = ETQE, (2.38)
k=0 k=0

donde @ es la matriz que pesa los errores, dando menor y mayor importancia a los antiguos y recientes errores
respectivamente y estd definida como

Q= diag AV, AN 0\ (2.39)

donde A € (0, 1]. El problema de estimacién con factor de olvido se soluciona encontrado el argumento que
minimiza el funcional (2.38]) y estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 3 (Estimacién por minimos cuadrados con factor de olvido exponencial): El funcional (2.38))
es minimo para los parametros © tales que:

37Qd6 = o7 QY. (2.40)
Si la matriz ®TQ® es no singular, entonces el minimo es tinico y estd dado por:

6 = (37Q®) " 3TQY; det (2TQ®) # 0. (2.41)

DEMOSTRACION Sea

J(O,)) = [Y - @ér 0 [Y - @é} - [YT - é)chT] 0 [Y _ @é} _
=YTQY —Y7TQd6 — 6737QY + 0TdTQd6. (2.42)

A A 17T N N o
Yaque YTQ®0, 0707TQY € R, Q es simétricay [YTQ@G} =0TdTQTY, entonces YTQPO = 0TdTQY;

por lo que:

J(O,0) =YTQY +6707Qd6 — 20707 Qy, (2.43)
aJ O /a R 00T

— = — (6TdTQdO6) —2—— (&TQY) = 0. 2.44
00 ae( @ ) a@( QY) (244)

Por (2.18) se sabe que 6?—; = I. Para simplificar el andlisis del primer término del lado derecho de (2.44]), se
definen A y B como:

A:=3TQd, B:=0TAO R, (2.45)

donde A es simétrica, por lo que la solucién del primer término del lado derecho (2.44]) debe resultar igual
que (|2.23)):

O (ATETODO) — 24D — 96T ODHE
5 (@ o Q@@) — 200 = 20T Q®O,
y finalmente (2.44]) se redece a:

Z‘é]) =207Qd0 —20TQY =0 = &7TQd6 =3"QyY, (2.46)

y si ®7Q® es no singular, entonces © = (¥TQ®) 1 dTQY. [ |
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Algoritmo recursivo de estimacion por minimos cuadrados con factor de olvido exponencial

Ahora partiendo del resultado (2.41)), es posible deducir un algoritmo recursivo que permita calcular
para cada iteracion una nueva estimacién aprovechando las estimaciones previas. Considerando la notacién

(2.25) con la diferencia de una nueva definicién de D y Z como:

Dy—1 =0} _1Q1_1P)_1,

(2.47)
Z—1 = ®{_1Qr-1Yi-1,

con lo que la ecuacién ([2.41) puede escribirse como Of_; = Dk:lle_l y para ©j podemos considerar:

Dy, = @] Q1®), = ADj_1 + ¢}, ¢, (2.48)
Zy, = O QY = N1 + 01, Y-

Para obtener la inversa de la matriz Dy consideramos que existe otra matriz Py, cuya inversa es Dy:

Dy =P, ' < P,=D,", (2.49)

entonces:
Dy = Pt = ADi + i o = AP + 93 ¢,
multiplicando por la izquierda por Py
PP7 =1 = AP PY + Pl on,
multiplicando por la derecha por Px_1
Py_1 = APy + Pl onPr1, (2.50)
multiplicando por la derecha por @{
Pi_10} = APl + Pepr oiPu_1) = Popl (A + orPe_19} ),

Pi_1oF

Kp:=Puol = —— Tk _
g Kk A+ opPe_1oF

De ([2.50) se tiene que:

P19t
Lok TsﬁkPk1},

1 1 1
Po=-1{P 1 —-PolppPp 1} == {P._ 1 — KpopPy 1=~ P, — — 2Tk _
k )\{kl ksﬁk@kk1} )\{kl kPrPre—1} )\{kl A+ opPr_1g]

y para el vector de pardmetros Op_1 = D,;lle_l, para Oy, se tiene:

. _ 1
Or =D, 'Z), = X (Pec1 — K Pr1) (AZk—1 + 0} yi)
1 1
=Py 121 + XPkA(Pfyk - KporPye1Zk-1 — XKkSDkPkflSpgyk

1

=051+ h

A 1
Pi_1ptyr — Kror©Op_1 — XKkQOkPkflspgyka

sustituyendo Py_1 = APy + Ky Prx—1 y considerando las definiciones (2.12)):
1 1
A A

El algoritmo [2| resume la estimacién recursiva de parametros con factor de olvido. Note que cuando A = 1,
este algoritmo coincide completamente con el algoritmo

Or =6y 1 + Ky, (yk - @kékq) + SKkprPeo19t ye — < K Poo 19t yp = Op—1 + Kyey,.
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Algorithm 2: Estimacion recursiva por minimos cuadrados con factor de olvido.

Data: ékA—l, Pk:—la Yk Pk, A.
Result: Oy, P;.

Py_10p
1 K = — 5k
k A @i Pr_101

2 Pp =5 (Poo1 — KiporPeo1);
3 €k =Yk — <Pk@k—1;

4 0y =041 + Kyep;

5 return (:)k., P

2.3.4. Estimacion de asintotas de convergencia de los parametros

De las secciones anteriores se sabe que la estimacién de pardmetros es una sucesién {é)k} Si se
consideran datos sin error y un modelo que representa exactamente al sistema, entonces la sucesion {ék} — 0
y asegura que, para alguna N, ©;_1; = O cuando k > N; sin embargo, de manera general, el modelo que
se ajusta es una aproximacién al sistema real y los datos que se procesan estan contaminadas con ruido
(errores de medicién, redondeo, perturbaciones, etc.); esto significa que para cierta d, asociada con el error de
modelado e instrumentacion, la sucesién {Oy} llegara a satisfacer, para alguna N, ||©; — 0]| < £(J) cuando
k > N; ésto no asegura que {©y} llegue a un estado estacionario, solo que esté acotado por e alrededor de ©.

Por lo anterior, es necesario determinar cual de los elementos de la sucesién {O;} k > N se ha de elegir
como la mejor aproximacion a ©. Este problema puede resolverse aplicando nuevamente estimacién recursiva
de minimos cuadrados con factor de olvido exponencial. Considerando 6 = [91 éz én]T; definimos
©=10, 6 --- 0,)T como la asintota de ©. Como en el plano (6;, k), la sucesion {6;(k)} haré convergencia
a una linea recta horizontal; de manera general, la ecuacion de la recta es:

R(k) =Tk + 6, (2.51)

como la asintota que buscamos es rectilinea horizontal, entonces I' = 0 y la ecuacién se reduce a
R(k) = O que expresado como y = ¢O donde y = O, ¢ = 1117 € R, © = O, puede ser ajustada
directamente por el algoritmo [2| Mas aiin, como esta es una aplicacién de propdsito especifico se elimina la
generalidad del algoritmo [2] y se implementa el algoritmo [3| donde por comodidad en la notacién, se definen
los vectores: . - .
I, P(k)=[pi(k) pa(k) - palk)],

donde P(k) es un vector cuyas i-ésima componente es la covarianza correspondiente a la estimacién de la
i-6sima asintota de ©. De igual manera, es conveniente la definicién del producto y el cociente elemento a
elemento: sean x,y € N™, entonces el producto elemento a elemento x.y es:

I=1 1 - 1

.Yy = [1“13/1 T2y2 - Inyn] = [ylxl Y22 - ynl”n] =Y.z,

y el cociente elemento a elemento z./y es:

95-/1/:[951/1/1 Ta/ys - l’n/yn]#[yl/xl Ya/w2 - yn/xn]:y/x'

Los algoritmos que se han presentado en esta seccion se han desarrollado con el supuesto de que
los regresores son acotados; sin embargo, en algunos modelos (como el ajuste a una curva mondtonamente
creciente) pueden aparecer problemas relacionados con la no acotacién de los regresores; en el apéndice [B| se
describen con mas detalle estos problemas y se propone una solucién para la estimacién de parametros en
modelos con regresores no acotados.
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Algorithm 3: Estimacion recursiva de asintotas de convergencia.
Data: é]g_l, Pk_l, ék, A
Result: Oy, P,.

1 I_fk = Plf—1;/ ()\I+ F_’k—l);

2 Pk = %I (I — Kk) -Pk—l;

3 €, = é_k — Or_1;

4 O = @k_—l +_Kk-€k;

5 return Oy, Pj.

2.3.5. Criterios para la determinacion del factor de olvido exponencial

El factor de olvido A en los algoritmos presentados en las secciones anteriores se ha dejado sin ma-
yor comentario; no se hablé nada sobre un valor numérico “adecuado” que funcione para cada problema de
estimacién de parametros particular; mas atn, en la practica, el valor numérico de A es ajustado experimen-
talmente o es determinado por experiencia. En esta seccién se proponen cuatro criterios para determinar A
de una manera mas sistematizada:

1. Aproximacién de primer orden,
2. Aproximacién de primer orden y dos iteraciones,
3. Aproximacion de primer orden y n iteraciones,

4. Aproximacién de tercer orden.

El factor de olvido exponencial que se aplica en el algoritmo [2] es de la forma:
g(k) = AVF,

ésta curva pesa de forma exponencial los errores de prediccion y — y; de manera intuitiva, los errores mas
antiguos se van discriminando mientras se da mas importancia a los errores méas recientes; en la figura
se muestra una curva caracteristica del factor de olvido donde claramente se observa que el error registrado
en el N-ésimo dato (el dltimo dato) tiene peso unitario, mientras que el peso para el k-ésimo dato decrece
exponencialmente a medida que k — 0.

Intervalo de datos significativos por aproximacion de primer orden

Un criterio para determinar los datos significativos para la estimacién en el instante & = N por
aproximacién de primer orden es considerar aquellos datos que se encuentren en el intervalo k = [k, N|
donde k; es la solucién de la ecuacién de la recta tangente a la curva g(k) en el punto (N, 1).

La curva ¢(k) se puede expresar en serie de Taylor como:

< /(M) (q
gk =3 LD gy

n!

n=0
y la aproximacién de primer orden de (k) es:

dg(a)
dk

q(k) = q(a) + (k—a)=A"""—(k—a)AXN"In A = AV"1 — (k — a) In \] =: p(k). (2.52)
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q T T T T T
1L ;
p1(k)
q(ks) F b
K k
qétag; a(k) p2(Kk) i
qikz) I
5 panva N
0 k ko ks k1 N

Figura 2.2: Curva caracteristica del factor de olvido exponencial ¢(k), aproximacién de primer orden p;(k),
p2(k) y aproximacién de tercer orden ps(k).

Como se requiere que la recta que aproxima a ¢(k) sea tangente en el punto k£ = N, entonces se toma a = N

y la recta resultante es:
p1(k)=1—(k—N)InA. (2.53)

En Fig. se grafica la recta (2.53)). El valor de k; se obtiene como la solucién de la ecuacién p; (k1) = 0:

1
ki =N+ — 2.54
! Jrln)\’ (2.54)

y el intervalo de datos que se consideran significativos con este criterio son:

1

wlzN*]ﬁ:*m,

que es constante respecto a k. Con ésta tultima ecuacion, se tiene que dado el intervalo de datos de interés
w1 = N — kq, se puede determinar el factor de olvido necesario y estd dado por:

1
A = ——). 2.55
= exp(—-) (255)
Adicionalmente, se puede ver que el peso asignado al error en k; es
q(ky) = AN 7R = AN-(N+55) = \~mx
Ing(k) =In A" ®x = —py A=
q(k1) = exp(—1) = 0.3678.

con lo que se concluye que bajo éste criterio, los errores con peso g < exp(—1) no son significativos para la
estimacién en el instante N.

Intervalo de datos significativos por aproximacién de primer orden y dos iteraciones

Cuando se estd ajustando un modelo que no representa adecuadamente al conjunto de datos expe-
rimentales (como cuando se ajusta una recta a una curva sinusoidal), se hace evidente que los errores con
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pesos menores a ¢(k1) afectan a la estimacién; por lo que el criterio de primer orden descrito anteriormente
no es suficiente. Una alternativa es tomar una segunda iteracion.

Un criterio para determinar los datos significativos para la estimaciéon en el instante & = N por
aproximacion de primer orden y dos iteraciones es considerar aquellos datos que se encuentren en el intervalo
k = [ka, N] donde ks es la solucién de la ecuacién de la recta tangente a la curva ¢(k) en el punto (k1,q(k1)).

Considerando (2.52) la aproximacién de primer orden a g(k) en el punto a = k; = N + L5 es:
p2(k) = (24 (N — k)InX) exp(—1). (2.56)
En Fig. se grafica la recta (2.56]). El valor de ks se obtiene como la solucién de la ecuacién pa (ko) = 0:

2
ko =N+

y el intervalo de datos que se consideran significativos con este criterio son:

2

SNy = ——
w2 27 T

Con ésta ultima ecuacion, se tiene que dado el intervalo de datos de interés wy = N — ko, se puede determinar
el factor de olvido necesario y esta dado por:

Ao = exp(—u%). (2.57)

Adicionalmente, se puede ver que el peso asignado al error en ko es
q(ke) = exp(—2) = 0.1353.

con lo que se concluye que bajo éste criterio, los errores con peso ¢ < exp(—2) no son significativos para la
estimacién en el instante V.

Intervalo de datos significativos por aproximacién de primer orden y n iteraciones

Se pueden extender el criterio de aproximacion de primer orden hasta n iteraciones; esto es la bisqueda
de la solucién de ¢(k) = 0 por el método de Newton; cabe senalar que tal raiz se encuentra en —oo, por lo
que el método no converge; sin embargo, las primeras n iteraciones son suficientes en cuanto respecta a la
determinacién del factor de olvido como se analiz6 para los casos n = 1,2 anteriormente.

La aproximacién de primer orden e iteracién n con condicién inicial a = N es:

n—(k—N)lnA

pr(k) = exp(n — 1)

El valor de la raiz k,, se obtiene como la solucién de la ecuacién p,(k,) = 0:

n
kpn =N+ —,
+ln)\

y el intervalo de datos significativos bajo este criterio es:
n

n:N*knzfi.
v In A
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Ahora se tiene que, dado el intervalo de datos de interés w, = N — k,, el factor de olvido esta dado por:

n
An = exp(—w—2)7 (2.58)

y adicionalmente se puede ver que el peso asignado al error en k,, es

q(kn) = exp(—n).

con lo que se concluye que bajo éste criterio, los errores con peso ¢ < exp(—n) no son significativos para la
estimacién en el instante V.

De manera natural, se puede pensar que un mejor criterio consistiria en una aproximacion de segundo
orden para ¢(k); sin embargo la aproximacién de segundo orden de g(k) es

pll) = AV—e {1 — (k- a) (1 - k;“mA) ln)\] ,

cuyas raices p(k) son complejas:

Puede pensarse en la proyeccién ortogonal de k en el conjur}to de los reales, sin embargo, al ser keCla
proyeccién ortogonal de k sobre los reales es la parte real de k:

1

R(k) = N+ —.

que coincide exactamente con el criterio de primer orden ([2.54)).

Intervalo de datos significativos por aproximacion de tercer orden

Un criterio para determinar los datos significativos para la estimacion en el instante ¥ = N por
aproximacién de tercer orden es considerar aquellos datos que se encuentren en el intervalo k = [ks, N] donde
ks es la raiz real de la aproximacién de tercer orden de la curva ¢(k) en el punto (N, 1).

La aproximacion de tercer orden a (k) en el punto a = N es:

2 3
a(k) ~ a(a) + @)k — ) + 3 TL @)k~ ) + L TL @)k~ 0)®

= \N-a {1 —(k—a) [1 —(k—a) @ - (k?l“) ln)\} ln)\}

1 —N)1
=1 (k—N) {1 —(k—N) (2 - W) hm] In\ = 6(k). (2.59)
En Fig. se grafica la curva (2.59). Resolviendo la ecuacién 6(k) = 0 donde por comodidad se define
r:=k—N:

n*X ; In), 1 P 5 )

— [ — —_—— = —_— _ = :O
6 x 5 z“+x o x lan +1n2)\z T\ Tr°+pr®+qr+r ;
3 6

1n3 5 Considerando el cambio de variable z = y — £ se obtiene la ecuacién:

Y +ay+b=0,
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p2 3 2p3 pg 2 . . ..
donde a = q — S =y b= S — B +r=— Analizando el discriminante

In

Ll S
427 w7
se concluye que se tiene una raiz real y dos complejas. La raiz real es:
ks = — 1+(1+f2)1/3—71 iN=S 4N
In A (14 +/2)1/3 In A ’
donde { =1+ (1+ \/5)1/ 3 W El intervalo de datos que se consideran significativos con este criterio
son:
§
=N—ks=——"—.
e 0 In A

Con ésta ultima ecuacion, se tiene que dado el intervalo de datos de interés ws = N — ks, se puede determinar
el factor de olvido necesario y estd dado por:

y=ew (), (2.60)

ws

y adicionalmente se puede ver que el peso asignado al error en ks es
q(ks) = exp (=€) = 0.2026.

con lo que se concluye que bajo éste criterio, los errores con peso ¢ < exp (—¢) no son significativos para la
estimacién en el instante N.

Intuitivamente se puede pensar en un criterio que considere la densidad de los errores; ésto se puede

expresar como la integral:
>\ka

g(k) = /q(k) dk = //\H dk = =5

sin embargo, se puede probar que las raices de las aproximaciones de primer, segundo y tercer orden coinciden
con las raices de las mismas aproximaciones para la funcién ¢(k); analicemos para el caso de primer orden.
La aproximacién de primer orden de g(k) es:

a N—a
k) ~ gla) + B kg = 2L (e = ANy -

] =: o(k). (2.61)

La recta o(k) tangente a g(k) en k = N se obtiene cuando a = N:

1
or(k) =k =N - —. (2.62)

La solucién k1 de la ecuacién g1 (k1) = 0 es:

1

:N —
e T

que coincide con ([2.54]).

2.3.6. Monitor del niimero de condicién en el algoritmo recursivo de minimos
cuadrados

En el problema de estimacion de parametros, algunos problemas derivados en la limitada precision
de la computadora, errores de medicién o errores en los datos, etc., pueden provocar errores como:
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» La matriz ® es perturbada debido a errores en las mediciones por una matriz £ donde |e;;| < ¢ donde
0 depende de la precisién del instrumento de medicién, y por lo tanto en realidad se estd resolviendo el
sistema (® + E)O = y en vez de PO = y.

= Las computadoras trabajan con aritmética de punto flotante y todas las operaciones aritméticas son en
el subconjunto £ C R. Lo anterior puede caracterizarse por la funcién r : ® — £ llamada funcion de
redondeo con la cual si z,y € R, el producto z - y € R la computadora realiza r(r(z) - r(y)).

Con lo anterior la pregunta natural es ;cuanto afecta el error ya sea en ®, en y o en ambos a la
solucién © del problema ®O = y?. Sea & € R**™ no singular y y € R™, estamos interesados en saber como
es afectada la solucién del problema ®O = y si se perturban los datos ingresados (input) ® e y. Con tales
fines, existe una cantidad que ofrece una medida de la sensibilidad de la solucién a las perturbaciones; dicha
cantidad es conocida como numero de condicion y se define como:

cond(®) = [ [|@71],

donde || - || es una norma en el espacio de las matrices; las mas usadas son las normas inducidas ¢, y la norma
de Frobenius definidas como:

[Azll, _

[All, = sup = sup [ Az, [JA|E = trace(ATA),
cewr 1Ty jef,=1
para p = 1,2,00. Se dice que A es bien-condicionada (well-conditioned) si cond(A) es pequeiio, el co-

rrespondiente problema Az = b se dice es bien-planteado (well-posed); por el contrario, se dice que A es
mal-condicionada (ill-conditioned) si cond(A) es muy grande y el problema Az = b se dice que es mal-
planteado (ill-posed). Note que cuando ® es singular entonces cond(®) = oo, por el contrario, cuando & =1
entonces cond(®) = 1.

De manera general, como parte de la tarea de la estimaciéon de parametros, se disenan los experimen-
tos sobre el sistema de tal manera que los vectores de regresion ¢ sean linealmente independiente y como
consecuencia la matriz ® sea bien condicionada y pueda confiarse en la estabilidad de la solucién al problema
de minimos cuadrados; sin embargo, cuando ésto no es posible se requiere tener alguna referencia de que tan
confiable es la solucion. En este trabajo se propone un monitor del condicionamiento de ® que consiste en
calcular el niimero de condicién de ® en norma de Frobenius en cada iteracién k.

La matriz <I>,;1 estd definida en el algoritmo de minimos cuadrados como Py, mientras que la matriz
®;. se puede construir por el conocimiento de ¢ en cada instante £ como:

T
Dy = D1 + @, Pk

Por otro lado, sea A € R™*", que puede escribirse como A = [a; a2 -+ a,] donde a; € R, entonces la

norma al cuadrado || A||% puede escribirse como

n
A% = trace(ATA) =) < aj,a; > .
1=1

donde < z,y >= > . x;y;, x,y € R" es el producto interno. Considerando Dy, = [di(k) da(k) --- dn(k)],
Py, = [p1(k) p2(k) --- pn(k)] donde d;(k), p;(k) € R™, entonces el nimero de condicién al cuadrado en norma
de Frobenius de ®;, puede calcularse como:

condp (1) = [ DillBIIPelf = D < dik), di(k) > Z < pi(k), pi(k) > . (2.63)

=1




42 2.4. Estimacion de parametros para modelos no lineales

2.4. Estimacion de parametros para modelos no lineales

Existen muchos fenémenos en la fisica que no pueden ser modelados satisfactoriamente con modelos
lineales; para estos fenémenos se construyen modelos no lineales y para tales modelos también existe el
problema de ajuste por estimaciéon de parametros como en el caso de los modelos lineales.

Al igual que en el caso lineal, para el caso no lineal la estimacién de parametros se puede formular
como un problema de optimizacién, en el que el mejor modelo es aquel que mejor se ajusta a los datos
de acuerdo con un criterio dado. Para la estimaciéon de pardametros de modelos no lineales respecto a los
pardmetros consiste en considerar los siguientes modelos:

y = f(p,0) +w, (2.64a)

§=fle,0), (2.64D)

donde f es alguna funcién no lineal respecto a los pardmetros 6 y nos referiremos a ella como funcion de
regresion; las demés literales coinciden con las definiciones dadas en §2.3] El objetivo es minimizar el funcional:

S(0) = llell = lly = 91l = lly = f(¢,0)l; (2.65)

donde || -|| es una norma en R™ y e = y — § es el error o residual que es la diferencia entre el modelo ajustado
y los datos. Particularmente, se sigue considerando la norma ¢5 y el funcional para obtener nuevamente
el funcional de minimos cuadrados. El problema de estimacién de parametros 6 en se le conoce como
regresion no lineal. En general, el problema de minimizacién global para modelos no lineales es un problema
abierto, sin embargo existen muchos métodos para la minimizacién local, entre los que destacan:

linealizacion,
linealizacién local o método de Newton,

método de Gauss-Newton,

L

método de Levenberg-Marquardt.

La linealizacion consiste en reducir el modelo no lineal a uno lineal basandose en simplificaciones y otras
técnicas, con la finalidad de poder aplicar los algoritmos para modelos lineales. En las secciones siguientes se
presentan otros métodos alternativos.

2.4.1. Linealizacién local o método de Newton

La bisqueda de un minimo local por el método de Newton es un algoritmo recursivo para el cual
es necesaria un supuesto inicial §p que esté préximo al minimo local # para lo que se genera una sucesién
{01} que converge a # cuando k — oco. Considerando la funcién de costo para la versién discreta del
problema con la norma ¢5, se tiene:

N Ao T
SO) = leill3 = llyi — 9ill3 = |lyi — f(0:,0(0)||5=E"E; E={[ex ex -+ en] . (2.66)
Linealizando la funcién de costo respecto a los parametros 6 por expansién en serie de Taylor se obtiene:

S(0) = S(6o) + Js(0)h + O(]|0 — 6o|[*);  h =0 — by. (2.67)
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Por el teorema [I| se sabe que el minimo de S(6) debe satisfacer VS(6) = 0, por lo que:

Js(0) = Js(bo) + Hs(6o)h =0,
Hg(00)h = —Js(6o),
6 — 60 = — [Hs(60)] " Js(6o),
0 =6 — [Hs(00)] " Js(6o).

(2.68)

Para calcular el jacobiano Js(6y) y el hessiano Hg(6p), primero consideremos el jacobiano del error
Jr(0):
0 0

y ahora se puede obtener Js(6y) y Hs(6y) como:

[y 16,0 = o 1(6,0) = ~IF (0), (2.69)

0 T OE(6 T
Js(0o) = ? [ET(60)E(00)] = 2 a(GO)E(eo) = 2Jp(00)E(0) = —2J; (60) E(o), 2.70)
Hg(0o) = 20 (=277 (60) E(6o)] = —2H(60) E(b0) — 2§ (60)J (6o),

que permite reescribir (2.68]) en términos de la funcién de regresion no lineal como:
_ -1
0 =00 — [Hs(60)] " Js(6) = o — [JF(60)J1(60) — Hy(60)E(60)] ~ JF (60)E(6o), (2.71)

lo que pone de manifiesto el algoritmo de minimizacién recursivo de Newton; en el algoritmo [4] se resume este
método de minimizacion.

Algorithm 4: Minimizacién por el método de Newton.

Data: ék;h Yk -
Result: 0. X .
1 Js(0k—1) = =2J7 (k1) E(0k—1);
2 Hs(Ok—1) = —2H (0r—1)E(Or—1) — 2JF (Ox—1) Jp (O—1);

A R -1 R
3 0 =0k_1— [Hs(9kf1)} JE(Or-1);

4 return 6.

2.4.2. Meétodo de Gauss-Newton

Del método de Newton presentado en el algoritmo [d]se tiene la desventaja de tener que estar calculan-
do la matriz Jacobiana y Hessiana en cada iteracién, ésto ya es en si una carga computacional considerable,
mas alin en algunos problemas, las segundas derivadas son excesivamente complicadas. Por esta razon, el
método de Gauss-Newton es una modificacién que consiste principalmente en aproximar las matrices J(z) y

A diferencia del algoritmo de Newton, en vez de linealizar la funcién de costo S(6), se linealiza el
vector de error E. Considerando la expansién de E(f) por serie de Taylor:

E(0) ~ E(0o) + Jg(0o)h, h=0— 0, (2.72)
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y la funcién de costo (2.66), se tiene que
S(0) ~ [E(6o) + JE(00)h)" [E(00) + Jr(00)h] . (2.73)
Para evitar el uso excesivo de espacio, en las ecuaciones siguientes se omite la dependencia en (2.73)); es decir
E = E(Qo) y JE = JE(Q())
S(0) ~ [ET + h"JL] [E + Jgh] = ETE + ET Jgh + KT JLE + h" JL Jgh,
=ETE+2hT JEE + W T Jeh, (2.74)
derivando e igualando a cero:

0 0 0 oh 0

/ _ Y T T 1T T T _ Y _ Y e _ Y
S'(9) = 5 (ETE +2h" JLE + W' Jg Jgh) %R(h) 35 (h)ao (%R(h),
=2JLE 4+ 2JLIgh =0,
h=—[J5Jg] " JLE, (2.75)

0—0y=—[JEJe] JLE,
6 =0y — [ThTs] " JEE,
considerando el jacobiano del error Jg = —JfT (12.69):
0=0,+[JFJ; ] JTE, (2.76)

donde finalmente se pone de manifiesto el algoritmo recursivo de Gauss-Newton que se resume en el algoritmo

Algorithm 5: Minimizacién por el método de Gauss-Newton.

Data: ék;la Yk -
Result: 0;.

1 ék = ék,1 + [J?(ékfl)tjf(ékfl)}

2 return 6.

.
JF (Ox—1)E(O—1);

2.4.3. Meétodo de Levenber-Marquardt

Del método de Gauss-Newton, la matriz J7 (z)J(x) no siempre es invertible o est4 mal condicionada;
por lo que la solucién no es tnica o es muy sensible a perturbaciones en los datos; el método de Levenber-
Marquardt incluye un término de penalizacion o para modificar los valores singulares de la matriz J7 (z)J (z)
y hacerla bien condicionada; de esta manera, la solucién a éste problema de minimizacién se vuelve estable
numéricamente. Este método se resumen en el algoritmo

Ejemplo 1 Considere un mecanismo para pulir lentes; éste mecanismo es tal que la herramienta varia la
presion que ejerce sobre la superficie y se sabe que puede aproximarse por la ecuacién:

g = asin(wt + ¢) + b, (2.77)

donde y es la presidon que ejerce la herramienta sobre la superficie, a es la amplitud de oscilacion, w es la
frecuencia angular de oscilacion, t es el tiempo, ¢ es la fase y b es la componente estatica de la presién
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Algorithm 6: Minimizacién por el método de Levenber-Marquardt.

Data: ék;h Yk -
Result: 6;.

N ~ ~ R -1 ~ R
1 0p =05y — [JfT(ek_l)Jf(ak_l) +al|  JTr-)E(G-1);

2 return 6,.

ejercida. El problema consiste en encontrar los parametros a, w, ¢, b teniendo disponibles tinicamente
mediciones experimentales y; v ti. Para aplicar el método de Gauss-Newton, se define el vector de parametros
0; = [a; wi ¢; bj]T y se procede a obtener el jacobiano:

O _ A i :
J5(©:) = 585 = [90/0a; O /Owi je/0d: i/Ob]

= [sin(wity + ¢i)  aity cos(wity + ¢i)  a;cos(wity + ;) 1],

con lo que se puede aplicar directamente el algoritmo |5} La implementacion de éste algoritmo puede realizarse
en un programa script de Matlab como se muestra en Fig. Para este ejemplo en particular, los datos
experimentales estdn almacenados en la variable data donde la columna uno (data(:,1) ) es el vector
tiempo (seg.) muestreado a T = 0.1seg. y la columna dos (data(:,2) ) es la fuerza medida. El vector de
pardmetros iniciales es [0.1;3;0;1.7] , el ndmero de iteraciones es diez y los datos a procesar cien (10 seg.).

En Fig. 2.3]Izq se grafican dos curvas superpuestas, yp corresponde a datos experimentales e ya
corresponde al modelo (2.77) ajustado con los pardmetros ©199 = [0.1247 3.1850 —1.3813 1.7638]T. &

2.1 0.4 0.4
2
0.2 0.3
1.9
> 18] [ o 0 T 02
17
o -0.2 0.1
1.6}
1.5 -04 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 2.3: Izq.) Curva ajustada ya del modelo (2.77) a los datos experimentales yg aplicando el método de

Gauss-Newton. Centro) Error e = yg — y4. Der.) Norma /5 del error ||e]|? = eTe.

2.5. Validacién de algoritmos de estimacién de parametros por
aplicaciéon a modelos sintéticos

Como primer paso para la validacién de los algoritmos presentados en las secciones anteriores, se
creardn ejemplos o problemas en los que controlamos todas las variables (se conocen los pardmetros y las
mediciones se pueden considerar datos exactos o sin error, etc.) y veremos el comportamiento de los algoritmos
antes mencionados. Este proceso es fundamental para depurar los programas computacionales y verificar la
robustez de los algoritmos frente a ciertas perturbaciones en los datos.
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2.5. Validacion de algoritmos por aplicacién a modelos sintéticos

cle %Borrar la ventana de comandos
N = 100; %Numero de datos (experimentos)
t = data(1:N,1); %Vector de tiempo (medicion)

y = data(1:N,2); %Vector de fuerzas (observacion)
P =1[0.1;3;0;1.7]; %Parametros iniciales

for i=1:10  %N0mero de iteraciones
%Jacobiano
J = [(sin(P(2)*t + P(3)*ones(n,1)))'
(t.*(P(1)*cos(P(2)*t + P(3)*ones(n,1))))'
(P(1)*cos(P(2)*t + P(3)*ones(n,1)))'
(ones(n,1))7;
%Salida del modelo tedrico

hy = P(1)*sin(P(2)*t+P(3)*ones(n,1))+P(4)*ones( n,1);

%Error (residuo)
re=y-hy;

%Graficar datos experimentales y modelo ajustado
subplot(1,3,1)

plot(t,y, ko thy, k')

xlabel( 'Tiempo [s]' )

ylabel( 'y" )

legend( 'y_E' , 'y A" )

axis([0, N/10, 1.5, 2.1])

grid  off

%Graficar error de prediccion

subplot(1,3,2)

plot(t,re, k')

xlabel(  ‘Tiempo [s]' )

ylabel( ‘e’ )

grid on

%Graficar norma ell_2 del error de prediccién
subplot(1,3,3)

%lteracion del método de Gauss-Newton plot(t,sqrt(re.*re), k')
Delta = inv(J*J)*J"*re; xlabel(  ‘Tiempo [s]' )
P =P + Delta; ylabel( '|[e||' )
end grid on

P %Imprime los parametros estimados
%Calcular la curva del modelo teérico
hy = P(1)*sin(P(2)*t + P(3)*ones(n,1)) + P(4)*ones( n,1);

(a) Implementacién del algoritmo de Gauss-Newton. (b) Programa para la obtencién de las graficas del resultado

del algoritmo de Gauss-Newton.

Figura 2.4: Programa script en Matlab para la estimacién de pardmetros del ejemplo |1 aplicando el método
de Gauss-Newton.

Como segundo paso se procede a la validacién experimental, donde los algoritmos implementados se
aplican a una planta real. La validacién experimental se aborda en §2.0]

Ejemplo 2 Considere el sistema no lineal respecto a ¢ pero lineal respecto a los pardmetros a1, ag, as:

y(t) = a1 f1(t) + az f2(t) + as f3(t), (2.78)

donde

Filt) =sint,  fo(t) = cos(2t), fs(t) = sin <§t> <sin <;t> +sin(4t)> . (2.79)

Realizando N experimentos con periodo T' sobre el sistema (2.78)) se obtiene el sistema de ecuaciones:

y(t1) = a1 fi(t1) + a2 fa(t1) + az f3(t1),
y(t2) = ay f1(t2) + az fo(tz) + asf3(ta),

y(tr) = a1 fi(te) + a2 fo(tr) + asfs(tr),

y(tn) = a1 fr(tn) + asfa(tn) + asfa(tn),

que se puede escribir en la forma matricial ¥ = $©O que es una ecuacién lineal respecto a los pardmetros ©
donde

o1k = fi(te),
0ok = (b1e P2k P3k); G2k = falt),

, _ (2.80)
as : o3 = fa(tn).
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Para fines ilustrativos, se proponen los parametros

oo {12

)

3]
a6] ’

)

T
T

0<t<4,
4 <t <10,

(2.81)

y se realizan dos simulaciones correspondientes a los factores de olvido A € {1, 0.997}, T = 0.001 y ¢t = [0, 10].
Los resultados se muestran en Fig. [2.5(a)}

(a) Estimacién de pardmetros procesando datos sin error, norma del error de estimacién ||© — ©||2 y error

Parametros (A\=1)

Error de estimacion

Error de prediccion

NUmero de condicién

100

80
4 2

60
0

2 40
-2

o 20

-4 0

0 5 10 0 5 10 0 5 10
t t t
Error de estimacion Error de prediccion Numero de condicién
100
4 80
0 60 :

2 40
-1

o 20

-2 0

0 5 10 0 5 10 0 5 10

t

t

de prediccién y — g. Arriba) con A = 1. Abajo) con A = 0.997.

H O

w

(b) Estimacién de pardmetros procesando datos con ruido, norma del error de estimacién ||© — O]z y

Parametros (A\=1)

Error de estimacion

Error de prediccion

t

NUmero de condicién

t

t

t

error de prediccién y — g. Arriba) con A = 1. Abajo) con A = 0.998.

Figura 2.5: Ejemplos de estimacién de parametros por minimos cuadrados con factor de olvido.
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Ejemplo 3 Una de las caracteristicas interesantes del método de minimos cuadrados, es la capacidad que
éste presenta de estimar parametros procesando datos que estan contaminados con perturbaciones como lo son
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ruido aleatorio de tipo aditivo en las mediciones y las incertidumbres (dindmicas no modeladas). Considere
el sistema

y(t) =a1¢1 (t) + a2¢2(t) + a3¢>3(t) + w4(t), (282)
que representa al sistema del ejemplo anterior, con la diferencia de que esta vez los regresores ¢;(t), i = 1,3
y las mediciones y(t) estdn contaminadas por un término w;(t), j = 1,4 que definimos como:
w1 (t = sin(50tg ),
bre = ilte) +wi(ty), () = im0
wa(ty) = sin(40ty),
b2k = faltn) +wa(ty), o (2.83)
é — Falte) + ws(ty) ws(tr) = sin(30ty),
Bk BURITTEBURD oy (ty) = sin(20t)
Considerando los pardmetros (2.81)) y los factores de olvido A = {1, 0.998}, T' = 0.001 y ¢ = [0, 10]; se

obtienen los resultados mostrados en Fig. [2.5(b)} &

Ejemplo 4 De la grafica de evolucién de los parametros mostrada en Fig. cuando A = 0.998 se observa
claramente que la sucesién © alcanzan convergencia asintética a una vecindad alrededor de ©® donde una vez
en esa vecindad se mantiene estable. Para determinar algin valor de dicha vecindad que sea el mejor posible,
se aplica el algoritmo [3| El valor de A = 0.998 es igual al de la estimacién inicial con la finalidad de suavizar
la misma cantidad de datos ajustando a una recta horizontal. En Fig. se muestran los resultados donde
se puede apreciar que el algoritmo para la estimacién de asintotas puede verse como un filtro pasa-bajas del
cual se obtiene un mejor resultado sobre la estimacién de los parametros. &

0 5 10 0 5 10 0 5 10
t t t

Figura 2.6: Estimacion de asintotas de convergencia.
Ejemplo 5 Los ejemplos previos pueden implementarse en la plataforma MATLAB-Simulink donde se em-
plea una Embedded Matlab function: RLSF para la implementacién del algoritmo [2| para la estimacién de
parametros y del algoritmo para el monitoreo del nimero de condicién; también se incluye una Embed-
ded Matlab function: RLSF donde se implementa el algoritmo [3] para la estimacién de asintotas de conver-
gencia. En Fig. [2.7(a)| se muestra el diagrama de bloques Simulink principal correspondientes a los ejemplos
anteriores. En se muestra la implementacién del algoritmo [2[ en el entorno de programacién
Simulink. En los bloques |P_{k-1}] y |T-{k-1}] se deben asignar las condiciones iniciales del estimador,
tipicamente: sigma*eye(n) para sigma € [10%,10°] y zeros(n,1) para la matriz de covarianza Py y el
vector de pardmetros O respectivamente y de manera similar para Py y Og. &

2.6. Validacion experimental de los algoritmos de estimacion de
parametros por aplicacion a un motor DC con interfaz de
entrada y salida

Ya se han validado los algoritmos de estimacion de pardmetros por aplicaciéon a modelos sintéticos;
ésto permitié depurar los programas computacionales, verificar el correcto funcionamiento, tener un grado
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Emor de estimacién

H
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(a) Diagrama de bloques en MATLAB-Simulink. (b) Implementacién del algoritmo [2| en el entorno de progra-
macién Simulink.

function  [y,p] = fen(tt,a,e)
% tt es una sefial de tiempo DISCRETIZADA
% a es un vector columna de parametros
% e switch para la sefial del error
p = [f(tt.e) f2(tt,e) 13(tt.e)];

function  [e,co,T,P,D] = RLSF(y,p,|, T0,P0,DO)
% Estimacion por minimos cuadrados y nimero
% de condicién

% y es un escalar de observacion

% p es un vector fila de regresores

if e==1;y=a(l)*p(1) +a(2)*p(2) + a(3)*p(3)+sin(20 *tt); % | es el factor de olvido (0,1]
else y =a(1)*p(1) + a(2)*p(2) + a(3)*p(3); % co es el nimero de condicion
end

K = PO*pY/(l + p*PO*p’);

end P = (PO - K*p*PO)/I;
function y =fl(tt,e) e=y-p*T0;
if e==1;y = sin(tt)+sin(50*tt); T=T0 + K*e;
else y = sin(tt);
end D = I*DO + p™*p;
end suml=0;
function y = f2(tt,e) sum2 = 0;
if e==1;y = cos(2*tt)+sin(40*tt); for i=1l:numel(T)

else y = cos(2*tt); suml = suml + D(:,i)*D(:,i);

end sum2 = sumz2 + P(:,i)*P(.,i);
end end
function y =1f3(tt,e) co = sgrt(suml*sumz2);
if e==1;y = sin(3*tt/5)*(sin(tt/3)+sin(4*tt))+sin(30 *tt); end
else y = sin(3*tt/5)*(sin(tt/3)+sin(4*tt));
end
end
(¢) Embedded MATLAB Function: fcn. (d) Embedded MATLAB Function: RLSF.
function  [e,bT,bP] = ARLSF(hT,|,bT0,bP0) function  eE = Error(T,hT,bT) function  a = Params(t)
% Estimacion de asintotas de convergencia % Calcula norma L2 error estimacion % Cambio del vector de parametros
% hT = salida del estimador RLSF % T = vector de parametros exactos %ent=4
% bT = estimacion de la asintota de hT % hT = vector de parametros estimados if t<4;a=[123];
% bP = Vector de covarianza % bT = asintota de parametros estimados else a=[456];
| = ones(numel(hT),1); e =T-hT; end
K = bP0./(I*I + bPO); heE = sqrt(e™e); end
bP = (bPO - K.*bPO)./I; e =T-bT;
e =hT -bTO; beE = sqrt(e™*e);
bT =bTO + K.*e; eE = [heE beE];
end end

(¢) Embedded MATLAB Function: (f) Embedded MATLAB Function: (g) Embedded MATLAB Fun-

ARLSF. Error. ction: Params.

Figura 2.7: Implementacion en MATLAB-Simulink de los algoritmos y (2.63) aplicados a los ejemplos
yBl

mayor de seguridad que funcionaran en plantas reales, entre otras cosas. Ahora se procede con otra validacién
un poco mas exigente, en ésta ocasién se aplica a una planta real; se elige como planta de prueba un motor
DC ya que ésta planta es de complejidad reducida (modelo lineal) y de primer orden (sistema escalar) con la
finalidad de hacer mas facil la comprobacién del correcto funcionamiento de los algoritmos, el software y el
hardware (tarjetas de adquisicién de datos, conectores, etc.). En esta seccién solo se consideran los algoritmos
de estimacién para modelos lineales a los parametros, no se aborda para modelos no lineales a los parametros.

Las configuraciones tipicas de sistemas de control pueden dividirse principalmente en tres partes: la

planta, el controlador y la interfaz entre los dos ultimos [32]. En Fig. se ilustra una configuracién
tipica de sistemas dinamicos y los sistemas de control con interfaz entre estos; debido a esta configuracion,
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no se puede operar directamente sobre la entrada del sistema, al igual que no se pueden realizar mediciones
directamente.

Sistemas de Control Interfaz Planta

U = h(x:t) REA - u(U) P @ = fla,ut)

r=ux(Y:t) By Y =Y(y) = y=uylz.ut)

(a) Sistemas de control en lazo cerrado con interfaces de entrada y
salida.

Y

u
Uru—=aU+ag— Y =cyteY
y = g(z,ut)

(b) Conjunto interfaz de entrada, sistema e interfaz de salida.

Figura 2.8: Configuracion tipica de los sistemas de control con interfaces de entrada y salida.

Las interfaces juegan el papel de acoplamiento entre las senales del controlador (digitales y de baja
magnitudED y las del sistema (continuas y de alta magnitucﬂ) para ser lo suficientemente potentes para la
planta y lo suficientemente bajas para poder ser manipulables por el controlador.

Una de las caracteristicas de estas interfaces es que son disenadas de tal manera que los formatos de
sefiales continuas y/o discretas sean transparentes tanto para el controlador como para el sistema y que las
operaciones realizables por la interfaz sean estrictamente escalados y traslaciones lineales e invariantes. Por
esta razon, se considera una interfaz para un sistema arbitrario que modifica las senales sélo con escalado y
traslacion de sefiales como se ilustra en Fig. [2.8(Db)

Considerando el modelo lineal de primer orden para el motor DC que reescribimos nuevamente
como
W= —bjw + bav, (2.84)
donde w es la velocidad angular del eje del motor, by = B/J + K?/(RJ) es el coeficiente de friccién, by =
K/(RJ) una ganancia de amplificacién de la entrada y v es el voltaje aplicado. Suponiendo que las interfaces
de entrada y salida son invariantes en el tiempo, aportan tinicamente amplificacién lineal (a1, ¢1) y traslacién
constante de la entrada (conocida como offset) (ag, c2) como:

v=a1V + ag, (2.85a)
W = ciw + ca, (2.85b)
donde W y V son las sefiales que entrega la interfaz que se corresponden con w y v respectivamente.

. s . 1 R 7 .
Por la ecuaciéon (2.85b)) se tiene que w = —l(W —Cc)yw= -~ W entonces:

W = =W + a1boc1V + asbacy + bico = mW + 12V + 13, (286)

donde 11 = —b1, 72 = a1bacy y N3 = asbacy + bice. Finalmente, se han podido unificar la ecuacién que
representa al motor DC y las ecuaciones que representa las interfaces de entrada y salida en una tnica
ecuacion lo que simplifica el proceso de estimacion de parametros tanto por la reducciéon de pardametros
(de seis pardmetros by, ba, a1, as, c1, ¢ a tres pardmetros 71, 72, N3) como el nimero de sistemas (de tres
ecuaciones (2.84)), (2.854)), (2.85b) a una ecuacién (2.86)).

1Se expresa “baja magnitud” para generalizar tanto a voltaje, corriente o ambos.
2Se expresa “alta magnitud” para generalizar adecuadamente niveles elevados de corriente, voltaje, temperatura, fuerza, etc.,
dependiendo del sistema.
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2.6.1. Pre-filtrado

El sistema sobre el que se trabaja cuenta con un sensor que mide la velocidad a la que gira el eje
del motor; sin embargo, la medicién incluye error no estacionario. Para obtener W no se puede derivar W
directamente por la alta sensibilidad de la derivada al ruido en la medicién.

Si el ruido en la medicién fuera estacionario, entonces se podria derivar directamente; suponga que la
medicién de la variable x(t) es Z(t) = x(t) + 6 donde 4 es el término de error constante tan grande como uno
quiera, en ese caso, ¥’ = &’. Por otro lado, suponga que §(t) = sin(¢*t)/é, en este caso ¥’ = a’ + ¢ cos(¢p>t);
note que si ¢ — oo entonces & — 0, sin embargo aun siendo el término de error § muy “pequenio” (o baja
amplitud; del orden de 1/¢), la alta frecuencia (del orden de ¢?) provoca que la derivada ' sea muy distinta
de 2’ (del orden de Hgf)cos(qbzt)H). Con ésto se puede concluir que, mas que la amplitud, es la componente
frecuencial del término de error lo que hace que la derivada de la medicién con error sea muy distinta respecto
a mediciones sin error.

En vista de que el ruido en la senal W es suficiente para que la derivada numérica sea errdénea; se
aplica un filtro pasa-bajas del tipo Butterworth [37] debido a que presenta respuesta plana; es decir, en el
rango de operacion se mantiene constante casi hasta la frecuencia de corte, punto donde decrece con cierta
pendiente funcién del orden del filtro; para este caso en particular, se aplica un filtro de Butterworth de
tercer orden con frecuencia de corte ¢; = 60 rad/s [38]. Se define la sefial W = F(W), donde F(-) indica la
operacion del filtrado.

Las dos principales caracteristicas de la sefial W son primeramente la atenuacién de las componentes
de frecuencia mayor a la frecuencia de corte cy del filtro, y la segunda es que 144 presenta un retardo 7r respecto
a W que esta en funcién del orden del filtro empleado. Para el proceso de estimacién de los parametros, se
requiere que los datos estén en fase; debido al retardo 77 de W, es necesario proporcionar el mismo retardo
a la senal V' para que ambas sigan en fase, por lo tanto se usard la senal V= F(V).

2.6.2. Derivacién numérica

Como la senal W es discretizada con periodo de muestreo constante T', entonces W (ty) = W (kT) y
puede calcularse numéricamente la derivada aplicando la forma centrada de orden O(h*) como [39):

;o —fot+8fi—8f 1+ fo
fom on ; (2.87)

donde f; = W(tp—;),i=—2,2y h="T.

2.6.3. Estimacion de parametros

La ecuacién (2.86)) es lineal respecto a los pardmetros y se puede escribir como
y=¢0, (2.88)

donde y = W, p = [W 1% 1] y 0= [771 > 173]T. Discretizando (2.88)), se puede aplicar el algoritmo de
estimacioén recursiva de pardmetros por minimos cuadrados con factor de olvido (algoritmo .
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2.6.4. Implementacion

La aplicacion de la derivada numérica (2.87) requiere retardar 74 = 2h la sefal 1474 para tener dispo-
nibles W (tx11) v W (tx+2) en el instante ¢ cuando se calcula la derivada. Como el estimador de pardmetros
no considera desfase de los datos, se propone la referencia temporal ¢ que estd retrasada 2h + 7 respecto a

la referencia original ¢ como
t:t—TF—Td, (289)

y en t se realiza la estimacién de los pardmetros como
j= b, (2.90)

donde

(2.91)

Una representacién gréfica de esta implementacion se muestra en Fig.

Butterworth .
. P )
Vo T 2 -V, = LsRF |
Low-Pass § Fttmador
Butterworth | -
W w
WAD, o g Pl v g Pt s g Pl s
LowPass | J2 fi fo f fo2
—fo+8f1—8f 1+ 2 4”:17
f 12h f
0

Figura 2.9: Estructura del estimador de parametros con retardo.

2.6.5. Resultados experimentales

A continuacién, se muestra el resultado de la estimacién de pardametros del motor DC. En Fig.
se muestran las gréaficas de evolucién de la estimacién de parametros realizando el experimento durante un
intervalo [0,100] seg. con un factor de olvido A = 0.95 y matriz de covarianza inicial Py = 10*I3. En Fig.
se muestra la validacién del modelo por comparacién directa con los datos experimentales (1, = —4.13,
1o = 3.91, n3 = —0.162) y una grifica del error de prediccién.

Es importante remarcar que el parametro 73 es pequeno en comparaciéon con los parametros 7y y 7s.
Por la ecuacién ([2.86) se sabe que 73 = asbacy + bica, de la ecuacién de la interfaz en la entrada (2.85a]) y
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Figura 2.10: Estimacién de parametros para el motor DC con interfaces de entrada y salida.

la interfaz en la salida vemos que los términos as y co corresponden a los offset que las interfaces
aportan; por lo tanto, que 73 sea “pequeno” sugiere que los offset de las interfaces son pequenos o nulos.
Para simplificar el modelo, basdndonos en este razonamiento consideramos que as = ¢co = 0 = 13 = 0. Lo
anterior no puede ser una pérdida de generalidad, ya que siempre es posible lograr que los offset sean nulos
con la traslacién donde se eligen a como cantidades de desplazamiento.

v=v—-206", W=WwW-", (2.92a)

6% =ay, 6 =c,. (2.92b)

2.6.6. Estimaciéon de parametros considerando un modelo simplificado de la
interfaz de entrada y salida

Considerando nuevamente las ecuaciones (2.85)) y suponiendo que los offset de la interfaz de entrada
y salida son nulos por la aplicacién previa de la traslacién (2.92)); es posible simplificar el modelo (2.86]) como:

W = bW 4 arboc,V =mW + .V, (2.93)

donde 1 = —b y 12 = ai1bacy. Aplicando nuevamente todo lo descrito en la seccién anterior, pero ésta vez
definiendo y = W, ¢ = [W Viyo= [771 ng]T. La evolucién de la estimacién de pardmetros se muestra
en Fig. y en Fig. i se presenta una grafica del error de estimaciéon y una comparacién directa
del modelo ajustado con 71 = —3.53, 2 = 3.06 y los datos experimentales.

Observe que en esta estimacion la pérdida de grados de libertad pone de manifiesto una deficiencia
en el modelo (2.84). En la gréfica del error de la figura [2.11(b)| en el tiempo ¢ = 20 s inicia un pico con
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Figura 2.11: Estimacién de pardmetros para el motor DC con interfaces simplificadas de entrada y salida.

magnitud cerca de 1, a diferencia de la grafica del error de la figura donde el error se mantiene
acotado en 0.6, lo que hace evidente que el ajuste del modelo se hace més pobre debido a una no linealidad
no considerada en el modelo: la planta presenta efectos de un torque eldstico que provoca que la velocidad
caiga réapidamente a cero (incluso por debajo de él) mientras que el modelo cae exponencialmente lo que
provoca que en ese intervalo de transicion el error se dispare. Sin embargo, el precio que se ha pagado
puede compensarse con la facilidad con la que puede obtenerse una funciéon de trasferencia del modelo
W(t) = mW (t) +m2V (t) — w(s)/v(s) = n2/(s — n1), algo que no puede realizarse tan sencillamente para el
modelo W (t) = m W (t) +n2V (t) + ns.

2.7. Estimacion de parametros del TRMS

En esta seccién se aborda la estimacion de pardmetros del TRMS que es un objetivo principal de este
trabajo; en esta seccién se aplican directamente los programas computacionales y los dispositivos de hardware
empleados y validados en las secciones anteriores. Con la finalidad de simplificar el proceso de estimacion
de parametros, el TRMS se divide en tres subsistemas: los rotores, el movimiento en el plano vertical y el
movimiento en el plano horizontal y se estiman los parametros para cada subsitema por separado.

2.7.1. Los rotores con modelo de primer orden en w

Los motores del TRMS se pueden modelar como motores de CD similares a los analizados en la
seccién anterior, sin embargo, éstos tienen acoplados en su eje una hélice, lo que modifica considerablemente
el modelo. De aqui en adelante, el conjunto motor-hélice del TRMS serd referido simplemente como rotor.

Tomando como base la plataforma computacional para la estimacién del motor DC descrita en la
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Figura 2.12: Evolucién de la estimacién de los pardmetros de los rotores del TRMS. Arriba) Pardmetros mqy,,
Mam, Mam del rotor principal. Abajo) Pardmetros my¢, mag, ms; del rotor de cola.

seccién anterior, se procede a la estimacién de parametros de los rotores del TRMS; sin embargo, la plataforma
no es suficiente por una seria deficiencia: éstos rotores no estan equipados con sensores (excepto un sensor de
temperatura), por lo que no se dispone de la curva de velocidad, necesaria para poder realizar la estimacién.

Para poder realizar la estimacion de los rotores, se propone el algoritmo de estimacion de velocidad
y aceleracién angular w, w que puede consultar en el apéndice [A] el cudl consiste en la estimacién de w y w
empleando un 1nico sensor éptico que genera un pulso cada vez que una paleta de la hélice del rotor pasa
frente a él. Con éste trabajo se puede acoplar el estimador de velocidad a los rotores y realizar la estimacion
de sus pardmetros y finalmente retirar el estimador de w, w pues su tunica utilidad es para el ajuste del
modelo. De aqui en adelante, se asumird el problema suponiendo que w y w estan disponibles.

Los parametros que se desean obtener son los correspondientes a las ecuaciones (2.94)f°, donde los
subindices m, t hacen referencia al rotor principal (main) y al rotor de cola (tail).

d]m = *dm‘wm‘wm - bmwm + AmUm,

. (2.94)
Wy = —dt|wt|wt — btWt + A¢Vt.

Realizando una estimacién preliminar, se sabe que los pardmetros d,, ; son pequenos (dp,/; < 1)y
por lo tanto, la estabilidad del algoritmo de estabilizacién puede verse comprometida debido a la operacion de
cantidades pequenas que puedan rebasar la precisién computacional; sin embargo, un problema aiin mayor es
el hecho de que la informacion que se estd procesando estd contaminada con ruido generado por los sensores
y por errores de coémputo; por esta razén es conveniente modificar los pardmetros que el estimador va a
calcular. Modificando el modelo como:

1 . bm/t

Win jt| Wit = =W/t — ———
| /t| /" dm/t /" dm/t

4 dm/t,
Ay ™" (2.95)

|wm/t|wm/t = mlm/ltwm/t + Mam /2tWm /t + M3m/3tVUm/t>

3en el capitulo [1]se describe con més detalle el modelo.
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Figura 2.13: Validacién de los modelos de los rotores del TRMS por comparacién directa con los datos
experimentales.

donde
dm/t = _mli/lﬂ bm/t = _m2m/2tdm/t7 Am/t = mSm/Stdm/tv (296)
se pueden estimar los pardmetros de (2.95|) considerando:
Ymjt = @m/tGm/ta
Ymjt = |wm t‘wm ts
/ il (2.97)

Pm/t = [wm/t Wm/t vm/t] )
@m/t: [mlm/lt Mom/2t mSm/St}T

)
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y finalmente obtener los pardmetros de interés aplicando las ecuaciones (2.96)).

La estimacién de pardametros de la ecuacién (2.95) no representa mas que la misma dificultad que
estimar los pardmetros de la ecuacién (2.94)) debido a que tinicamente se cambia la definicién de los regresores,
lo cudl no representan ningun esfuerzo adicional en la implementacién del sistema de estimacién.

En Fig. se muestra la evolucién de la estimacién de pardmetros para el rotor principal y rotor de
cola respectivamente empleando A = 0.98 y Py = 10*I5. En Fig. se presentan graficas de comparacién
directa del modelo ajustado y los datos experimentales y el error de predicciéon para el rotor principal y el
rotor de cola respectivamente.

Aplicando el algoritmo de estimacién de asintotas[3] se obtienen los pardmetros que mejor ajustan el
modelo a los datos experimentales:

dp = 0.0029, by, = 0.0904, a,, = 13.7026,

dy =0.0020, b =1, a; = 150. (2.98)

2.7.2. Los rotores con modelo de primer orden en 6

En la subseccién anterior se presenté un procedimiento para la estimacién de pardmetros de los
rotores del TRMS considerando un modelo no lineal de primer orden en w:

w = —d|w|lw — bw + av, (2.99)

donde w = @ es la velocidad angular; sin embargo, los datos que se tienen disponibles corresponden a
mediciones de posicién angular 0; ésta es la razén por la que en la subseccién anterior se hayan tenido que
realizar dos derivadas para obtener w y w.

En esta subseccién se presenta una solucién alternativa para estimar los pardametros de los rotores
considerando un modelo no lineal de primer orden respecto a la posicién:

6 = fd/ 1016 dt — b0+a/v dt, (2.100)

donde se asume que las condiciones iniciales son cero. Para este ltimo modelo es evidente que solo se requiere
una derivada para obtener 6. Un problema que salta a la vista es que la primera integral no se puede obtener
analiticamente por lo que la implementacion debe considerar la integracién numérica para el primer término

del lado derecho de (2.100)).

Respecto a la integral de v en la ecuacién (2.100), se considera el caso particular cuando v es un tren
de pulsos cuadrados con periodo T', amplitud del pulso p y duracién del pulso w como se puede apreciar en
Fig. Para la solucién que se propone al cédlculo de la integral de v, es necesario un contador de ciclos
k € N para la curva periédica v; sabiendo que el periodo de v es T', entonces los ciclos pueden calcularse

COImo:
t
k==|= 2.101
(5): (2.101)

donde t es el tiempo y = : ® — N es una funcién que redondea el argumento al entero més cercano menor o
igual al argumento, esta funcion es conocida como redondeo hacia el infinito negativo. En Matlab, la funcién
E(-) estd definida y se invoca con el comando floor(:) .
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‘f-;,- Tty

Figura 2.14: Caracterizacion de la senal tren de pulsos cuadrados.

Suponiendo t; = 0 cuando k = 0, y ya que las condiciones iniciales son cero, entonces la integral de
v en el intervalo ¢t = [0, w] es la recta con pendiente p que pasa por el origen:

y(t)=npt, t= [O7w]7

y cuyo valor méximo es y(w) = pw =: y,,. Para el intervalo ¢ = [w, T}, la integral de la curva v(t) = 0 es la
recta con pendiente cero con condicién inicial y(w) = yu,:

Y(t) = Yu, t= [va]'

Ahora cuando k = 1, la integral de v en el intervalo t = [T, T + w] es la recta con pendiente p con
condicién inicial y(T') = y,,, para incluir esta condicién inicial, se considera la ecuacién de la recta conociendo
un punto y la pendiente:

donde y(t) alcanza el valor méximo y(T + w) = p(T + w) — pT + Y = PW + Y = 2y, Para el intervalo
t = [T+ w, 2T, la integral de la curva v(t) = 0 es la recta con pendiente cero con condicién inicial y(T' +w) =
2y

y(t) =2yy, t=I[T+w,2T).

Finalmente, se puede apreciar una relacién de recurrencia para la integral de v que se puede expresar

como:
-  (E+ Dy si v=0,
y(t) = /U dt = { pt — kpT + ky,, = vt — kvT + ky,, si v #0. (2.102)

Computacionalmente, la expresién (2.102]) puede implementarse como se muestra en Fig. m

function y = IntV(t,v,P)
% t = Tiempo
% v = sefial pulso
% P = Vector de parametros:
% P1)=T,
% P(2) =yw,
k = floor(t/P(1)); %Ciclos
if v==0
y = (k+1)*P(2);
else
y = Vv*t + k*P(2) - k*v*P(1);
end
end

Figura 2.15: Implementacién de la integral de un tren de pulsos cuadrados en una funcién Matlab.




2. Estimacién de parametros 59

Con lo anterior, se tiene lo necesario para poder realizar la estimacién de los parametros del modelo

(2.99) con el ajuste de los datos experimentales {tx,8x} al modelo (2.100]) como:
d

b= [~ Ji- 1016t~ wi] [b| = 0.
a

2.7.3. El movimiento en el plano vertical

Considerando el modelo del movimiento en el plano vertical que estd dado por la ecuacién ([1.44al),
la definicién de variables
wy = |zs|zs, w2 = |zglws, (2.103)
y considerando las variables de estado y pardmetros descritos en §1.2.5; (1.44a)) puede reescribirse como:
By = My + Mo cosxy + Nz sinzy + (4 + Nrrg cosxy)wy + (N5 + Nexy COS T1 )Wy + Nes sin 227 . (2.104)

Se puede realizar la estimacién de los parametros n;, ¢ = 1,8 por partes; aplicando simplificaciones fisicamente
realizables y eliminarlas consecutivamente hasta completar la estimacién de los ocho parametros. Primero se
puede considerar los dos rotores apagados wi,ws = 0 y sin movimiento en el plano horizontal x4, = 0, con lo

que la ecuacién (2.104)) se reduce a:
To = M T2 + 12 cOS T + M3 sin x7. (2.105)

Observe que en la ecuacién anterior no existe variable de entrada; es decir, el sistema no es excitable; sin
embargo, para realizar la estimacion es suficiente con las condiciones iniciales diferentes a las del sistema en
reposo. Con el modelo (2.105)), se pueden estimar los pardmetros n; ¢ = 1,3, donde:

y1 = p101,
Y1 = j:27 (2 106)
o1 =[¢11 ¢12 ¢13] = [12 cosmy sinzy], :

O1=[m m 773]T

Una vez estimados los parametros 7; i = 1, 3, se puede proceder a considerar movimiento en el plano
horizontal x4 # 0, y el modelo (2.104) se reduce a:

o — M Ty — N COST] — M3 Sinxy = 776333 sin 2z . (2.107)

Observe que en la ecuacion anterior, puede considerarse a x4 como variable de entrada; sin embargo, como se
pide que los rotores estén apagados wi, ws = 0 se deben aplicar fuerza externas que provoquen tal movimiento.
Con la ecuacién (2.107)), se puede estimar el parametro 74, donde:

Yo = 202,

Yo = 1“2 — MT2 —1M2CO08T1 — N3 sina:l,

@2 = [¢21] = [2]sin2a4],
Oy = [%]T-

(2.108)

Ahora, una vez estimados los parametros 71, 12,73, 7, se considera que el rotor principal se enciende
w1 # 0y la ecuacion (2.104)) se puede reescribir como:

Zg — N1To — N2 COST] — N3 Sinx] — ngxi sin 2x1 = (N4 + N7x4 cOS 1)W1 . (2.109)
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Con la ecuacién anterior, se pueden estimar los parametros 74 y 77, donde:

Ys = §03®3,

Ys = Tg — My — 12 COST1 — N3 sinz, — ngxi sin 2x1,
(2.110)

3= [¢31 ¢32] = [w1 wycOosTIWL],

O3 = [m W?]T-

Finalmente, una vez estimados los parametros 11, 12,13, N4, N6, 77, Se considera que el rotor de cola se
enciende wy # 0 y la ecuacién (2.104]) se puede reescribir como:

g — N1To — N2 COST] — N3 Sinx] — 776%21 sin 2x1 — (g + nragcosxy)wy = (N5 + Mg COS T1 )wa. (2.111)
Con la ecuacién anterior, se pueden estimar los pardmetros 75 y 7s, donde:
Ya = 04Oy,

. . 2 .
Y4 = Lo — M1T2 — N2 COST1 — N3 SIN T — Ny SIN 2x1 — (774 + 174 cOS T )WY,

4= [pa1 ¢az] = [wy m4c0sTIWS],
}T

(2.112)

Os=1[ns s

En Fig. |2.16|se muestran las graficas correspondientes a la evolucion de la estimacién de los parame-
tros. Finalmente, aplicando el algoritmo de estimacion de asintotas |3| se obtiene los valores numéricos:

nm = —0.011, ny = —0.235, n3 = —0.97, Ny = 4.13 x 1072, (2.113)
ns =16 x1076, ng=-042, 109, =217x107°, ng=0.4 x 1076, '
Ny N2 N x10°"a
0.01 -0.2 0 5
3 o R g -05 EP
Z -0.01 < -026 g 1 <,
-0.02 -0.28 -15
0 100 200 0 100 200 0 100 200 0 100 200
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]
x 10°"5 kG x 10°7 x 10° e
1.8 -0.36 3 15
- 1.6 - ~0.38 - 25 T 3
£ 2 o4 2 2
g Y g 2 g
1 -0.44 0
0 100 200 0 200 400 0 100 200 0 100 200
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 2.16: Estimacién de los parametros 7; del TRMS correspondientes al movimiento en el plano vertical
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2.7.4. El movimiento en el plano horizontal

Considerando la ecuacién (|1.44bf), la definicién de los estados x1 = 0,, x3 = 0, T4 = Qp y las
variables (2.103)); (1.44b)) puede reescribirse como:

_ —pnry — kprs + (lnkmpwi + likyws) cos o

Ty = 2.114
! Dcos?xy + Esin’z; + F ( )

De manera similar a la seccién anterior, se estimaran los pardmetros aplicando simplificaciones fisicamente
realizables y eliminarlas consecutivamente hasta terminar la estimacién de todos los parametros. Primero se
puede considerar wy, ws,x1 = 0 (los rotores apagado y el TRMS fijo en la posicién horizontal) reduciendo el
modelo a:

_ —ppTy — kpas

vy = = 2.115
Ty D+ F P1T4 + P23, ( )

— /,Lh — k . . . (e . . .
d01.1de PL="pyF Y P2 = .fD—f_’F. El gls.tema,. con esta.su.nphﬁcamon, no es exitable; sin embar-go para la
estimacion es suficiente considerar condiciones iniciales distintas al punto de reposo. Con la ecuacién ([2.115|)
se puede estimar los parametros p; y p2, donde:

Y5 = 505,

vs =, 2.116
5 = 51 @s2] = 14 3], (2.116)
05 = [m Pz]T

Una vez estimados los pardmetros p; y pa, se considera encender los rotores wy,ws # 0, con lo que
(2.114]) se puede reescribir como:

lmkmnwl + ltktw2
D+ F

T4 — P1T4 — P23 = = p3w1 + paws, (2.117)

donde p3 = l"’ﬁkﬁ Yy ps= ll)tf:},. Con la ecuacién (2.117)) se pueden estimar los parametros ps y pyg, donde

Y6 = ¢6Os,

Yo = Tg — P14 — P2T3, 0118
6 = [P61 P62 = [w1 w2], (2.118)
O = [ps pa)”

Ahora con los pardametros p;, i = 1,4, se considera el movimiento en el plano vertical x; # 0, con lo
que la ecuacién ([2.114)) se puede escribir como:

(D cos’xy + Esin®zy + F) ta = —pprs — kpxs + (Lnkmpwi + Likiws) cos a1, (2.119)

dividiendo ambos lados de la ecuacién anterior por D + F obtenemos:

Dcos?xy + Esin’?z; + F
D+ F

T4 = p1g + p2x3 + (p3wr + paws) cos xq

= psiy cos® 1 + peiysin® xy + pria, (2.120)
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donde p5; = Dip Pe = DEF y pr = DLJFF. Con la ecuacion (2.120) se pueden estimar los parametros p;,
i =>5,7, donde:

yr = o707,

Y7 = p124 + p2x3 + (p3w1 + paws) cos xy,

2.121
o7 =[on 12 br3] = [Eacos?zy dgsin’azy i), ( )

O1=[ps ps p1]

En Fig.[2.17)se muestran las gréficas correspondientes a la evolucién de la estimacién de los pardmetros
Pis 1=1,7.

Py Py x 107 Ps
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0 50 100 0 50 100 0 50 100 0 50 100
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Figura 2.17: Estimacién de parametros p; del TRMS correspondientes al movimiento en el plano horizontal.

Finalmente, aplicando el algoritmo de estimacién de asintotas [3| encontramos los parametros que
mejor ajustan al modelo del TRMS a los datos experimentales:

p1 =0.05, py=-0.022, p3=73x10"% p,=—-4x1075,

ps = —0.6, pg=0.3, pr = —0.33. (2.122)

En el cuadro se agrupan los pardmetros del modelo del TRMS (1.46|) y sus correspondientes
valores numéricos estimados. Los objetivos de esta estimacién son varios, entre los que destacan:

= Simulacién; para realizar andlisis por computadora obteniendo respuestas més rapidas (el resultado
de la simulacién de cinco minutos se tiene en menos de un segundo). Baséndose en el programa en
Matlab-Simulink presentado en §1.2.7] solo se definen los pardmetros con los valores numéricos del

cuadro 211

= Diseno; para estudiar las propiedades dindmicas que presenta el TRMS y posteriormente disenar con-
troladores los cuales la sintonizacién estd en funcién de los pardmetros.
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= Modelo de referencia; para el control adaptativo. Se propone como modelo de referencia la estructura
las ecuaciones (1.46) con los pardmetros ajustados del cuadro

m —0.011 ny  —0.235 | n3 —0.97 N 4.13 x107°
ns 16x107% | ns —042 |1y 217x107° | g 0.4x1076
p1 0.05 p2 —0.022 | ps  73x107% | py —4x1076
P5 —0.6 P6 0.3 P —0.33

dpm 0.0029 by, 0.0904 | an, 13.7026

d; 0.0020 by 1 ay 150

Cuadro 2.1: Pardmetros del TRMS.
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2.7. Estimacién de parametros del TRMS




Capitulo 3

Control Adaptativo

Es maés facil viajar en un avién,
incluso pilotearlo, que entender
por qué puede volar.

J. Von Neumann.

N el contexto del control automatico el término adaptativo se refiere a la facultad de cambiar el comporta-

miento o parametros del control en respuesta a cambios del sistema controlado. Un regulador adaptativo

serd aquel que pueda modificar su comportamiento en respuesta a cambios en la dindmica del sistema y/o

las perturbaciones. La retroalimentacién fundamenta la efectividad del control adaptativo que lo habilita de

reaccionar a los cambios del estado o salida del proceso (los cuales pueden venir motivados por perturbaciones

o también cambios en la dindmica del proceso) actuando de manera que dicho estado o salida se mantenga
controlado.

En general se acepta que el control adaptativo es un tipo de control no lineal en el que el estado del
proceso puede ser separado en dos escalas de tiempo que evolucionan a diferente velocidad. La escala lenta
corresponde a los cambios en los pardametros del regulador y la escala rapida a la dindmica del bucle ordinario
de retroalimentacion. En la figura el flujo indicado por la linea gruesa corresponde al bucle réapido y las
lineas delgadas corresponden al bucle lento.

v

. Mecanismo Medida del
Sompartamients | Decision > de indice de |«
Adaptacion actuacion

h J

Controlador
Ajustable 77 Planta el

Referencia 4

Figura 3.1: Configuracion tipica de un control adaptativo.

El control adaptativo es un tipo especifico de control donde el proceso es controlado en lazo cerrado,
y donde el conocimiento sobre las caracteristicas del sistema son obtenidas mientras el sistema estd en

65
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operacion (en linea). Basados en la informacién actualizada obtenida durante la operacién normal, se realizan
intervenciones especificas en el lazo de control para alcanzar el rendimiento deseado. Las intervenciones pueden
ser por cambio de:

1. senales, adaptaciéon a las senales;
2. pardmetros, adaptacion a los parametros;

3. estructura, adaptacién a la estructura.

Generalmente, varias combinaciones de los tipos de adaptacion anterior son posibles, pero éste trabajo esté en-
focado a la adaptacién a los parametros. Los parametros, en este contexto, son considerados elementos ob-
servables no controlables; en contraste, las variables de estado son elementos observables y controlables.

El control adaptativo se aplica a los procesos que cambian su dindmica en condiciones normales de
operacion o que estan sujetos a perturbaciones estocasticas. Razones para emplear control adaptativo son:

= Dindmica variable de la planta.
= Cardcter variable de las perturbaciones.

» FEficiencia.

Generalmente, el control de procesos con dindmica variable no es facil. En la actualidad existen dos posibles
soluciones para tal situacion:

= Control adaptativo.

= Control robusto.

El control adaptativo es usado donde los pardmetros del proceso cambian durante la operacién y no
es posible conocer o establecer anticipadamente dichas situaciones. En estas circunstancias, debe descartarse
el supuesto de procesos invariantes en el tiempo. La solucién se ha de buscar en una forma especifica de
control donde la estimacién de los pardmetros y el diseno del regulador deban realizarse en linea durante la
operacion normal del sistema de control.

3.1. Necesidad del control adaptativo

Se sabe que los parametros de un proceso pueden variar debido a:

= No linealidad de los actuadores.
= Cambios en las condiciones de operacién del proceso.

= Accion de perturbaciones no estacionarias sobre el proceso.

Los controladores convencionales con parametros fijos no son capaces de ajustarse a los cambios experimen-
tados por el proceso incluso haciendo uso de la retroalimentacién para reducir la sensibilidad a las variaciones
de los parametros.
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Paso 1: Modelado

Paso 2: Disefio

— || Dbeto L
U dinamico y

) Maodelo )
, matematico -

Incertidumbres

Ref g
Controlador m::g:fél?iw —P@*
u
Paso 3: Implementacion
Ref. . 1
i - ()
Controlador  —— d%?r?:i?:n -

-

Figura 3.2: Pasos en el diseno de sistemas de control.

Si las incertidumbres sobre los parametros del proceso estan acotadas, entonces es posible disenar
controladores robustos pagando con el incremento en la complejidad del controlador. Para el uso de este

enfoque es necesario:

1. Conocer la estructura del proceso con suficiente precision.

2. Tener limitadas las variaciones de los parametros.

Si alguno de los dos puntos anteriores, o ambos, no es posible satisfacer, entonces la tnica posibilidad que se
tiene para resolver el problema es el uso de controladores adaptativos.

3.2. Diseno de sistemas de control

Una planta es cualquier proceso, sistema u objeto dindmico que se caracteriza por un cierto niimero
de entradas u y salidas y, como se muestra en la parte superior de Fig. La planta procesa la entrada
u para producir la salida y. La tarea del disenio de control es elegir la entrada u(t) para que la salida y(t)
satisfaga los requerimientos de rendimiento dados. Debido a que el proceso de la planta suele ser complejo, es
decir, podria estar compuesto por varias partes mecanicas, electronicas, hidraulicas, etc., la correcta eleccién
de u(y) no es, en general, sencilla. De acuerdo con [25], los pasos en el disenio del control son lo que se
muestran en Fig. y que se explican a continuacion.
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3.2.1. Paso 1. Modelado

La finalidad es entender el proceso de funcionamiento de la planta, donde ésta toma una senal de
entrada u(t) y produce la salida de respuesta y(t), hasta el punto en que pueda describirse en la forma de
algunas ecuaciones matematicas. Estas ecuaciones constituyen el modelo matematico de la planta.

Un modelo de planta exacto debe producir la respuesta de salida igual a la planta, siempre que
la entrada para el modelo y condiciones iniciales son exactamente las mismas que las de la planta. Sin
embargo, la complejidad de la mayoria de las plantas fisicas hace que el desarrollo de modelos exactos no
sea conveniente o incluso sea imposible. Pero incluso si el modelo exacto de la planta esta disponible, su
dimensién es probablemente infinita, y su descripciéon no lineal o que cambia con el tiempo llegan al punto
en que su utilidad, desde el punto de vista de control, es minima o ninguna.

El modelo de la planta puede ser creado a partir de leyes fisicas o por el procesamiento de los datos
de la entrada y salida obtenidos mediante la realizacién de varios experimentos. En la mayoria de los casos es
suficiente un modelo simplificado que aporte solo la informacién necesaria para los propédsitos del diseno del
control. Un modelo simple suele conducir a un controlador simple, que es més facil de comprender, disenar
e implementar y, con frecuencia, mas confiable para fines précticos.

Algunas de las aproximaciones mas utilizadas para obtener un modelo simplificado son:

1. Linealizacién alrededor de los puntos de operacién,

2. Técnicas de reduccion del orden del modelo.

En la primera técnica de simplificacién, se obtiene un modelo simple que es véalido alrededor del punto de
operacion y es posible linealizar alrededor de varios puntos de operacién teniendo varios modelos simplificados
véalidos en esos puntos de operacién. La linealizacién puede lograrse mediante expansion en series de Taylor,
ajuste de datos experimentales a un modelo lineal, etc. En la segunda técnica de simplificacién, pequenos
efectos y fenémenos fuera del rango de frecuencias de interés son ignoradas conduciendo a un modelo de orden
inferior; aqui figuran principalmente las técnicas de perturbacién regular y singular. En general, la tarea del
modelado de la planta implica una buena comprensién de la planta, de los requerimientos de desemperno vy,
adicionalmente, experiencia.

3.2.2. Paso 2. Diseno del controlador

Una vez que el modelo de la planta estd disponible, se procede con el disefio del controlador. El
controlador es disenado para cumplir los requisitos de rendimiento para el modelo de la planta. Si el modelo
es una buena aproximacién de la planta, entonces se espera que el desempeno del controlador sea muy similar
tanto para el modelo como a la planta misma.

Debido a que el modelo de planta es siempre una aproximacién, el efecto de cualquier discrepancia
entre la planta y el modelo provocard que el rendimiento real del controlador no se conozca hasta que el
controlador sea aplicado a la planta. Sin embargo, se puede dar un paso intermedio y analizar las propiedades
del controlador incluyendo una clase de incertidumbres denota por A que es probable que aparezcan en la
planta.

Si A representa la mayor parte de los fenémenos no modelados, su representacién en términos de ecua-
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ciones matematicas no es posible. Su caracterizacién, sin embargo, en términos de algunos limites conocidos
puede ser posible en muchas aplicaciones. Al considerar la existencia de una clase general de incertidumbres
A que es probable que se presente en la planta, es posible modificar o redisefiar el controlador para que éste
sea menos sensibles a dichas incertidumbres, es decir, para ser mds robusto con respecto a A. Este anélisis
de robustez y redisefio mejora la posibilidad de una implementacién exitosa.

3.2.3. Paso 3. Implementacion

En este paso, un controlador disenado, que ha demostrado que cumplen los requisitos de desempeno
para el modelo de la planta y es robusto con respecto a las posibles incertidumbres A, estd listo para ser
aplicado a la planta. La aplicacién se puede hacer usando una computadora digital. Cuestiones, tales como el
tipo de computadora disponible, el tipo de dispositivos de interfaz entre el equipo y la planta, herramientas de
software, etc., es necesario considerar a priori. La velocidad del ordenador y limitaciones de precisién puede
imponer restricciones en la la complejidad del controlador, que puede obligar a regresar al paso 2 o incluso
al paso 1 para llegar a un controlador simple sin violar los requisitos de rendimiento.

Otro aspecto importante de la implementacion es el ajuste o calibracién final conocida como puesta
a punto o sintonizacion del controlador para mejorar el rendimiento o para compensar las incertidumbres
que no se tomaron en cuenta durante el proceso de diseno. La sintonia se hace, por lo general, por ensayo y
error, y depende mucho de la experiencia y la intuicion.

3.3. Control adaptativo por modelo de referencia (MRAS)

Los sistemas adaptativos por modelo de referencia (Model-Reference Adaptive Systems, MRAS)
fueron disenados primeramente para sistemas continuos por minimizacién de un indice de actuacién, siendo
dicho indice la integral del error al cuadrado [24]. Esta regla de disefio fue propuesta por Whitaker (1958) y
es conocida como la regla MI Tﬂ

Modelo I i
Parametros v -
ecanismo |
p| de ajuste
Ue ” u y
> Regulador 2 Planta

Figura 3.3: Diagrama de bloques tipico del controlador adaptativo con modelo de referencia.

En cuanto a las configuraciones posibles con modelo de referencia, la mas usual es la que se ilustra
en Fig. En la literatura existen bdsicamente tres enfoques para el andlisis y disefio de un MRAS [23]:

Iporque el trabajo fue realizado en el laboratorio de instrumentacién (ahora laboratorio Draper) del Massachusetts Institute
of Technology (MIT)
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= el enfoque del gradiente,
= funciones de Lyapunov,

= teoria de pasividad.

El método del gradiente fue usado por Whitaker en su trabajo original de MRAS. Este enfoque es basado en
el supuesto de que los pardmetros cambian mas lentamente que las otras variables del sistema. Este supuesto,
que admite tratamiento cuasi-estacionario, es esencial para el computo de las derivadas de sensibilidad que
son necesarias en el mecanismo de adaptacion.

El enfoque del gradiente no resultard necesariamente en un sistema estable en lazo cerrado. Esta
observacion inspira la aplicacién de la teorfa de estabilidad. La teoria de estabilidad de Lyapunov y la teoria
de pasividad han sido usadas para modificar los mecanismos de adaptacion.

Para un regulador con parametros ajustables como el mostrado en la figura [3.3| el método de control
adaptativo por modelo de referencia da un enfoque general para el ajuste de pardmetros de una funcién de
transferencia en lazo cerrado que buscara igualar la salida del proceso a la salida del modelo prescrito. Esto
es conocido como el problema de sequimiento de modelo.

3.4. MRAS basado en el enfoque del gradiente

En éste esquema de ajuste de pardmetros, usualmente llamada regla MIT, se busca cambiar los
pardametros del regulador de tal forma que y — y,, = e — 0. Considerando el criterio

J(0) = %eQ, (3.1)

donde 6 es el vector de parametros del regulador. Deseamos que el vector de parametros 6 cambie en el
tiempo en la direccién del gradiente negativo del funcional , por lo que la regla de ajuste de parametros
puede escribirse como
g 0J(0)
at o0
donde la derivada de/08 = Ve y la constante v se conocen como derivada de sensibilidad y ganancia de
adaptacion respectivamente.

= —veVye, (3.2)

3.4.1. Modificaciones a la regla de ajuste

La velocidad de decrecimiento de la regla (3.2) es determinada por la ganancia de adaptacién v y
la magnitud de la senal de referencia. Esta regla de adaptacién de parametros se puede insensibilizar a la
amplitud de la senal de comando mediante un proceso de normalizacién:

_ eVye
T + (Vge)T Ve’

(3.3)

donde el pardametro o > 0 es introducido con la finalidad de evitar una divisién por cero. Como una precaucién
extra se introduce una funcién de saturaciéon para garantizar que la velocidad de ajuste de pardmetros sea
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siempre igual o menor que un limite dado, finalmente:

. €V9€ _5 T < _Ba
0 = —v sat {a—i—(Vee)TVQe’ 5} , donde sat{z, 8} = Z |gzc|>§ﬂlﬁ7 (3.4)

3.4.2. MRAS por adaptacién de ganancia

Considerando al problema de ajuste de ganancia 6 para la ecuacion (3.5a)) y el modelo de referencia
(13.5b)):

y(t) = G(p)Ouc, (3.5a)
Ym(t) = G(p)bmuc, (3.5b)
Gy =CpI- A B p= 1, (3.50)

donde u, es la senal de comando, ¥, la salida del modelo, y la salida del proceso, # un parametro ajustable
del regulador y G(p) representa la dindmica del sistema en lazo cerrado. Debe resaltarse que G(p) debe ya
ser estable, por lo que se supone que G(p) = Gs(p)/(1 + H(p)Gs(p)), donde G4(p) es el modelo del sistema
y estd en lazo cerrado retroalimentado con H(p). Definiendo el error como

e=y—ym = G(p)u. — G(p)0nu. = G(p)(0 — On)uc, (3.6)
y aplicando (3.2)) se obtiene:

Oc = 776y7m = —Tey,,, dondel = X 3.7)

=15 9, 9,

3.4.3. MRAS para un sistema de primer orden

Consideraremos al sistema descrito por (3.8al), al modelo de referencia (3.8b)) y el error (3.8¢)):

¥ = —ay + bu, (3.8a)
ym = —amYm + bmu07 (38b)
€=Y—YUm; (38C)
se desea que (¢,9y) = (Ym,Ym), por lo que para la sefial de control u se tiene:
—ay+bu=—amym + b, = u=ay+Pu.=1[y u.b, (3.9)
donde § = [a BT, a = ey B = bT*" Sustituyendo (3.9) en (3.8a)) se obtiene la salida del sistema como
. bBu. n
— b c = = = =, 3.10
y=—ay+b(ay+ Puc) Y= e ba s (3.10)
y aplicando ([3.2)), se obtiene:
9¢ _Tom 1" _[w a]"_0ly
00— L% Bl Lo Bel T e
d=p+a—ba=p+apn, (3.11)

. Oe b Y
b= %0 T ot am [UJ ’
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3.4.4. MRAS para un sistema de orden n

Suponga que la dindmica del sistema puede ser representada por ((3.12a)) y se desea que siga al modelo

de referencia (3.12b).
(n) (n—1) .
Y 4an Y 44 a2 ¥ +ary = biu+ by, (3.12a)

(n) (n=1) :
Ym +ay Y o+ + a0y Yo +a7"ym = b ue + b (3.12b)

Definiendo los vectores a, a@,,, € y &;, como

ax al Yy Ym
as al Y Ym

a=| .|, an=1|.1|, = : , Ly = . , (3.13)
a, am (n—1) (Z;zl)

se puede reescribir ([3.12)) como
()
Y +aTx = byu+ by, (3.14a)

(n)

Y +al z,, = 0" u. + b (3.14b)
(n) (n)
Como se desea que (¥ ,x) = (Y, X,y) entonces:
—a'z +byu+by = —al x,, + b u. + by, (3.15)

con lo que se deduce la senal de control:

1 b bt — b
U= — (aT - aﬁ) T+ u.+ 00 T Oni1tc + 0o, (3.16)
1 bl b1
donde 0 = ﬁ (a—am), Opy1 = % y Opio = b;’nbzbo. Definiendo el vector de pardmetros © como:
0
0= |01, (3.17)
9n+2

y sustituyendo la senal de control (3.16]) en , se tiene que:

(n)
Y +aT$ = b1 {9Tw + 0n+1uc + 9n+2} + b07

() (3.18)
Yy + (CLT — b19T) r = b10n+1uc + b10n+2 + bo.
Definiendo el vector P como
dk
P=[p p' p* - pr ", pF= 3.19
P’ p' p = o (3.19)
se puede reescribir el vector & como
@ = { , Wr —P (3.20)

con lo que las ecuaciones (3.18) se pueden reescribir como

(pn + (a — b10)TIP’) Yy = b19n+1uc + b19n+2 + bo, (321)
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y despejando y de la ecuacién (3.21)) se tiene:
_ bibnauc+ b6y +b0

= —. 3.22
P+ (a—b0)" P 4 (3.22)
Definiendo el error como e = y — y,,, y aplicando (3.2)), se obtiene:
- o T . T . 717
O = —veVge = —ve {g—a aeiﬂ 89(1” } , (3.23)
donde P b b de b de b
e n 1 1 e 1 € 1
— =——(-b)P==Py=— = —<Ue, = o 3.24
g0~ e WE=FPRy =T mem = e m TS (3:24)
que permite escribir (3.23]) como
K
O =—ye= |uc| - (3.25)
0 1
Es posible simplificar a § como
n T n 1 g n T n T
0=p"+(a—00) P=p" + a—bg(a—am) P=p"+(a—a+ay,) P=p"+a,,P,
entonces (3.25]) se puede escribir como:
b T
=— . 3.26
Ve T aTP ulc (3.26)

3.5. MRAS basado en teoria de estabilidad de Lyapunov

La regla de ajuste de pardmetros por gradiente negativo del error visto en la seccién [3.4] consiste en
encontrar una ley de ajuste de parametros tal que garantice que el error vaya a cero. La idea fundamental en
esta seccidn es que se garantice que la dindmica del error sea estable en sentido de Lyapunov.

3.5.1. MRAS por adaptacién de ganancia

Considere el problema de ajuste de una ganancia 6 del sistema representado por (3.5a)) y al modelo
de referencia (3.5b)). Se define al error como e = y — y,, = G(p)u. — G(p)bmu. = G(p)(6 — 0,,)u. cuya
representacion en el espacio de estados es:

&= Ax+ B0 — 0p)u. = Ax + Bpu., donde p =0 —0,,,

2
e=Cz. (3.27)

Si el sistema homogéneo & = Ax es asintéticamente estable, entonces existen matrices P, Q > 0 tales
que ATP + PA = —Q. Eligiendo (3.28) como funcién candidata de Lyapunov

V= % (va" Pz + %), (3.28)
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la derivada temporal de V' es

V= % (7 Pz + 2" Pi) + o = % [(Az + Bou,)" P +a" P (Ax+ B‘P“C)] o0
— % (2T AT Px + ul'o" BT Pz + 2" PAz + 2" PBou,] + ¢

= —2a" Qe+ I [ul¢" B"Pr+ 2" PBou.] + b, (3.29)

2
va que ul T BT Pz, T PBpu,. € R, P es simétrica y ul o7 BT Px = [xTPBgouC]T; entonces:
V= —%mTQx +yul' T BT Px + ©0. (3.30)
Si p € R, entonces
V= —%xTQx + (9 + vuZBTPx) , (3.31)

y eligiendo la derivada temporal de 6 como (3.32)), se garantiza que el sistema serd asintéticamente estable.
0 = —yul BT Pz. (3.32)

Si adicionalmente, G(p) es una funcién de transferencia estrictamente positiva reaEI, entonces existe una
matriz P tal que BT P = C, donde C es la matriz de salida del sistema, entonces BT Px = Cz = e y la regla
de ajuste de los pardmetros puede finalmente ser expresada como:

0 =—ule. (3.33)

3.5.2. MRAS para un sistema de primer orden

Considerando al sistema descrito por (3.8a]), al modelo de referencia (3.8b)), al error (3.8¢c) y la senal
de control (3.9)). La derivada del error es

¢ =—ay+bu+ anym — bnuec = —ay + b (ay + Buc) + amYm — bmue

b
= —am (Y —ym) + (ba—a+ap)y + (b8 — b)uc = —ame + (ba — a + am)y + (b8 — bm)ue, (3.34)

a—a
= —ay + b( m) Y+ bBuc + amYm — bptie = —ay + ay — amy + bBuc + AmYm — b lie

donde se agregé el neutro aditivo bay — bay. Se propone la funcién candidata de Lyapunov

Vie,a, ) = % [62 + %(ba —atam)?+ %(bﬁ — b2 (3.35)

y calculando la derivada temporal de V', se tiene:

: .1 o1 .
V=eé— a(ba —a+ am)ba+ H(bﬁ — b )bB

=e{—ame+ (ba—a+ ap)y+ (b8 — by)uc} — %(ba —a+am)a+ %(bﬁ —b)f

— —ape?+ %(ba —a+t am) (& + vey) + %(bﬂ b)) (B4 yews). (3.36)

2Ver definicién en el capitulo @
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Si se eligen las derivadas temporales de « y 8 como (3.37) se garantiza que el sistema serd asintéticamente

estable. '
b= [9‘: _76‘”} = e {y} (3.37)

Hasta ahora, no se ha dicho nada sobre una buena eleccién de la ganancia de adaptacién ~ de
los controladores adaptativos tanto para el enfoque del gradiente negativo como para el de estabilidad de
Lyapunov. En la siguiente seccién se presenta una técnica de control sistemdtica para resolver el problema
de inexactitudes en los pardmetros.

3.6. Control con accion integral

Una técnica de control por adaptacién de ganancia se presenta en [40] y se refiere a él como regulacidn
via control integral. Esta técnica de control es motivada por el mal desempeno que presenta la reduccién del
problema de regulaciéon a uno de estabilizaciéon cuando los parametros no se conocen exactamente.

Para que la reduccién de un problema de regulaciéon a uno de estabilizacién sea posible, es necesaria
una componente estatica u del control u = @ + @ que traslada el origen del espacio de estados al punto de
regularizacién §. Tanto @ como % dependen de los parametros, pero u se puede disenar para que presenta
cierta robustez a las inexactitudes en los parametros; sin embargo, nada se puede hacer para . Lo anterior
provoca que el sistema se estabilice (por @) en un punto diferente a ¢ (por la traslacién que hace u). A
continuacion se presenta como resolver el problema de regulacién sin introducir términos de control estaticos.

Considerando al sistema:
&= f(z,u),
y = h(x),
donde x € R, u € RP. Sea yr una senial de referencia, se desea que y(t) — yr cuando t — oco. Se propone

resolver este problema de regulacién por un control de retroalimentacion. El objetivo es estabilizar el sistema
en lazo cerrado en un punto de equilibrio tal que y = ygr, es decir:

0= f(xau)v

(3.38)

0= () - yn. (3.39)
Definiendo la integral del error de seguimiento como
0=e=Y—Yr,
se hace posible aumentar el sistema considerando a ¢ como un estado, es decir:
&= 1z u) (3.40)
¢ =h(z) —yr.

Una manera de resolver el problema de diseno para el sistema es por linealizacién. Por conve-
niencia, se elige una traslacién del origen de las coordenadas © = z — ¢ al punto § y el problema de control
se reduce a uno de estabilizacién en el origen; de esta manera la senal de referencia yg siempre es cero. Se
define un vector de estados ampliado & = [z7 7|7 y linealizando el sistema se obtiene:

£ = [é‘ 8} £+ {ﬂ u = A¢ + Bu, (3.41)
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donde A, B, C son las matrices correspondientes a la linealizacion de (3.38) en & = Ax + Bu e y = Cx.
Proponiendo un control proporcional al vector de estados u = K&, se obtiene el sistema en lazo cerrado:

£ = (A+BK)¢ = Ag, (3.42)

y ahora el problema se reduce a encontrar K tal que la matriz A sea Hurwitz, es decir la parte real de los

valores propios A de la matriz sean estrictamente negativos (Re[A(A)] < 0).

Si se separa el vector de ganancias como K = [K; K] y el vector de estados £ = [z o], de la expresién
u = K& = Kyx + Kyo claramente se ve Ky es el vector de ganancias que estabiliza el sistema & = Ax + Bu
y que el vector de ganancias Ks se encarga de llevar y — yg, es decir e = y — yg — 0 de manera asintética.
En Fig. 3] se muestra un diagrama de bloques de la implementacién de este control.

Yr _ - 4+ u T — T
J—H:——@—— Ky t—r——1— [lz,u) 40-@
+ +

L
=
B

Figura 3.4: Diagrama de bloques del control por retroalimentacion de estados con accién integral.




Capitulo 4

Control del TRMS

La teoria es asesinada tarde o
temprano por la experiencia.

Albert Einstein.

Con la finalidad de simplificar las tareas de disefio que se presentan en este capitulo, se divide el
TRMS en dos subsistemas: el primero es la mecdnica del TRMS (estados x1, 2, x3 y x4) y el segundo son
la dindmica de los rotores (estados x5 y xg). Los rotores no son incluidos en el diseno del controlador ya que
se demuestra que éstos son globalmente asintéticamente estables; sin embargo, para el subsistema mecénico,
primeramente se presenta una linealizacién exacta del modelo para aplicar las técnicas de control adaptativo
estudiadas, se compara con dos técnicas cldsicas de control lineal: regulador cuadrético lineal (LQR) y LQR
con accion integral.

4.1. Estabilidad asintética global de los rotores

Antes de demostrar la estabilidad de los rotores, primero se debe notar que no es pérdida de gene-
ralidad analizar la estabilidad en el origen. Sea el sistema no lineal & = f(x,u), suponga que tiene un punto
de equilibrio en x = Z, entonces existe % tal que con el cambio de variables z = x — % y w = u — u el sistema
2= f(z 4+ Z,w + @) presenta un punto de equilibrio en el origen, es decir 2 = 0 y w = 0 implica f(Z,u) = 0.
Para los rotores del TRMS, modelados por la siguiente ecuacién diferencial escalar no lineal:

w = —dwlw — bw + av, (4.1)
y considerando la funcién candidata de Lyapunov:
1
V= 5&)2,
para la ecuacién (4.1)) en lazo abierto (v=0), se tiene:
V = w(—djw|w — bw) = —w?(d|w| +b) <0 VYw #0,

por lo que el origen de es asintoticamente estable. Ademds de la estabilidad asintdtica, se observa que la
funcién de Lyapunov es radialmente no acotada; es decir V(w) — oo cuando w — oo por lo que la estabilidad
asintotica es global. Ya que los rotores son globalmente asintéticamente estable, se justifica el hecho de no
incluirlos en el disefio de los controladores.

7
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4.2. Linealizacion exacta entrada-estado por retroalimentacion

La linealizacion exacta por retroalimentacién es uno de los resultados de la teoria moderna de control
geométrico para sistemas no lineales. Esta teoria se inicié alrededor de los 70’s con intentos de extender
los resultados sobre la teoria de sistemas lineales tales como controlabilidad y observabilidad a sistemas no
lineales.

De manera general, el método de linealizacion exacta entrada-estado considera al sistema no lineal
afin al control & = f(z) + g(x)u, un cambio de variables z = T'(z) y una retroalimentacion de estado
u = a(z) + B(z)v que transformen el sistema no lineal a una forma lineal equivalente. Esta linealizacién no
se refiere a la linealizacién por expansion en serie de Taylor, sino que convierte ezactamente al sistema en
lineal. Desafortunadamente, no todos los sistemas son linealizables exactamente, en esta seccién se definen
las condiciones para que el sistema no lineal sea linealizable exactamente y en una secciéon posterior se
linealizara por este método al subsistema mecanico del TRMS.

Definicién 3 (Difeomorfismo). Un difeomorfismo es un cambio de variables T tal que z = T'(x) estéd de-
finido en un dominio D,, su transformacién inversa = T~!(z) estd definida en D, = T(D,,), y ambos T y
T—! son continuamente diferenciables en D, y D, respectivamente. &

Definicién 4 (Linealizacién exacta entrada-estado). Un sistema no lineal
i = f(2) + Gla)u, (4.2)

donde f: D — R", G: D — R"P y u € R son suficientemente suaves en el dominio D C R", se dice ser
linealizable por retroalimentacion (o linealizable entrada-estado) si existe un difeomorfismo 7' : D — R tal
que D, = T(D) contenga al origen y el cambio de variables z = T'(z) transforma el sistema (4.2)) a la forma:

2= Az + Bf(x)[u — a(z)], (4.3)
donde (A, B) es controlable y () es no singular Va € D. &

El sistema no lineal (4.3]) puede linealizarse exactamente tomando la senal de control por retroalimentacién:
u=a(z)+ B 2)v, (4.4)

obteniendo asi el sistema linealizado:
2= Az + Bv. (4.5)

Es posible determinar si existe un difeomorfismo 7T'(z) que pueda trasformar (4.2) en (4.3) con el
siguiente andlisis. Derivando la ecuacién z = T'(z):

_or
Z_ax

igualando a (4.3)) se concluye que las condiciones que el difeomorfismo debe satisfacer son:

[f(z) + g(z)u],

%f@) = AT(z) - B6 ™! (z)a(z),
oT
oz

asi que la determinaciéon de si un sistema es linealizable exactamente por retroalimentacién de estado, se
reduce a la solucién de las ecuaciones en derivadas parciales (4.6)); la solucién de éstas ecuaciones se puede
simplificar como se muestra a continuacion.

(4.6)
G(z) = BB~ (z)a(),
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4.2.1. Linealizacién completa de estado

Cuando un sistema es linealizable entrada-estado, la transformacién z = T'(z) no es unica; la forma
mas simple de verlo es aplicando la transformacién lineal ( = Mz, con M no singular, asi se obtiene:

(=MAM ¢+ MBS (z) [u— a(z)],

que tiene la misma estructura que pero con matrices A y B diferentes. La no unicidad de T se puede
aprovechar para simplificar las ecuaciones en derivadas parciales . Considerando nuevamente el caso u € R
v (A,B) controlable, entonces existe M no singular que transforma a la forma canonica controlable; es
decir, MAM ' = A. + B.AT, MB = B, donde

o1 o0 --- 0 0 A1
o0 1 - 0 0 Ao
A, = |, Be= 1], A= )
0 0 O 1 0 An—1
00 0 0 1 A,

es decir,
¢ = (Ae + BATYC + B Ha)[u — afz)] = Al + BB (@) [u — a(z)],
donde a(x) = a(x) — B(x)AT MT(x); con ésto se comprueba que no se hace pérdida de generalidad considerar

que A y B estdn en la forma canénica controlable A, y B.. Considerando T'(z) = [Ty (z) Ta(z) --- T,(z)]%,
es facil verificar que

T, 0
AT (z) — B.f~H(z)a(z) = : CoBp = |,
Th(x) 0
—a(z)/B(x) 1/B(z)
que permiten escribir las dos ecuaciones (4.6) como dos conjuntos de sistemas de ecuaciones:
%f(x) = Tx(z), %g(x) =0,
G2 f(x) = T(z), S29(x) =0,
Tt [ (@) = Tu(a), Tt g(@) =0,

%%?fx) =—a(@)/B(x), Hrg(z)=1/B(x),

con lo que (4.6) se reduce a la busqueda de una funcién T; (z) que satisfaga

oT, oT; o oT; o [ —
%g(x) #0; o g(z) =0; o fl@)=Ti1(x); i=1,n-1, (4.7)
donde las funciones o y 8 se determinan
1 ey (2)
Bx) = 55—, olz) = —F——. (4.8)
Geg() Geg(x)

Finalmente, para simplificar los cdlculos en las nuevas variables, se impone a T (z) la condicién adicional de
que T1(z*) = 0 donde z* es un punto de equilibro del sistema en las coordenadas originales (f(z*) = 0).
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4.2.2. Linealizacion exacta del subsistema mecanico del TRMS

Partiendo del modelo:
Ty =w2,
Ty =M@ + M2 cOS T + M3 sinxy 4 (Ng + n72s cos 1 )wr + (15 + Mgy cOS T )ws + Nex3 sin 21,
T3 =4, (4.9)
by =P + pax3 + (pswi + paws) cos xq
ps cos® z1 + pg sin® z1 + pr

)

que por simplicidad en la notacién se reescribe como:

LU = [xl] _ [Z] _ G 4 gt (o),

€2

. (4.10)
22— [953] _ [9?3] _ pl2 g2y 4 gl2) 402y,
Xq Xq
donde
[1]
Mty = 7| = . - 2
s 1T + ng cos Ty + n3sinxy + (N5 + N84 cOS T1)wo + N2 sin 2 |
0 . (4.11a)
ey = (91| =
gt () Lg]l {7744-7]7%4 cosxl] )
2 s
f[2] (33[2]) = [;[2]1 = |:P1w4-|;pzws+p3w§ cos 1 ] )
cos? x1+pe sin® 1+
2 poteT e s e (4.11b)

(2] 0
9[2](1'[2]) — [9%2]] = [ D4 COS T :| ,

9o ps5 cos? x14pg sin? x1+p7

Para determinar la posibilidad de linealizacién exacta de (4.11a)), aplicamos las condiciones (4.7):
0Ty )01y = [@ cm} [0 ] _ 0T py _

oz Y om  om] |G| T 5,9 ;
Oy ny )y _ [0 on (0] _ 01> p
FES ( )—{371 aT} 11| = 55,9 #0,

9Ty .y, or,  on] [ 72 aT Z2 T

g/ =[5 ] ) = 8 o] ] = =

como 0Ty /0xe = 0T /0x1 entonces (8T2/8x2)g£1] = (8T1/8x1)g£1] # 0 que se satisface eligiendo T4 (z) = z1,
entonces Ty = (071 /0x1)x2 = w2 con lo cual se concluye que el sistema (4.11a) es linealizable exactamente
entrada-estado con el difeomorfismo z = [21 22]7 = T'(x) = [x1 x2]7 (la identidad).

Para determinar la posibilidad de linealizacién exacta de (4.11b)), se procede de manera similar, por
aplicacién de (4.7) se obtiene:

Oy o, oy _ [on on][0] _ 911 o _
ax[z]g (l‘ )_ |:83U3 8$4:| _ggz] _871'492 =0,

0Tz 1), .12] or, on) [0 ] _ 012 g
az21Y (@) [873 674} (1] _87492 # 0,

92
T Za | _ Tom, za | 0T
Ox!2] _f2[2]:| = [673 0} 2[2] = 8763964 =1,

f (m[2])

0T, oTy
3Z3 6:64
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como 0Ty /0xy = 0Ty /0x3 entonces (8T2/8x4)g£2] = (0Ty /8333)9%21 # 0 que se satisface eligiendo T} (z) = z3,
entonces Ty = (0711 /0x3)x4 = x4 con lo cual se concluye que el sistema (4.11a)) es linealizable exactamente
entrada-estado con el difeomorfismo z = [z3 24]7 = T'(x) = [x3 24]7 (la identidad).

Ya que el sistema (4.9)) es linealizable exactamente en las variables originales (el difeomorfismo es la
identidad), no se realiza el cambio de variables x a z para indicar el espacio donde es posible la linealizacién,
sino para otro fin que se indica a continuacién. Este problema de regulacion del estado x en la posicién &
puede reducirse a un problema de estabilizacion definiendo un espacio de estados z donde su origen sea el
punto § = [§; 0 d3 0]7; es decir, z = = — 6:

2.:1 =z2,
Z9 =M1 22 + N2 cos(z1 + 01) + ngsin(z1 + 01) + [na + 724 cos(z1 + 01)]wr+
4[5 + Mg 24 cos(z1 + 01)]wa + ne23 sin 2(z; + 61), (4.12)
Z3 =2,
L P + p2(2z3 + d3) + (psw1 + paws) cos(z1 + 61)
4= .
ps cos2(z1 + 01) + pesin®(z1 + 01) + pr

)

La componente de control estdtica w = [ wg]T

donde se obtiene:

se deduce analizando las condiciones de equilibrio z,, 2, =0

0 =n3 cos 41 + m3sindy + nuw1 + Nswe,

! i (4.13)
0 =p203 + (p3w1 + psw2) cos iy,
1 1)
’LDl = - — (7’]2 COS(Sl —+ n3 Sin51 —+ 7751I)Q) = 7$ {7]2 COS(Sl +’I]3 sin§1 — ;)27753} s
74 Na(pans — pans) P4 €OS Oy (4.14)

1 1 1) .
w2:_(p23 +p3w1>=— 11374 {p23 —p4(’l’]200561+7’]3$1n51)},
M4 \ €OS 01 p3(M3na — pans) | cosdr M

Se puede definir una nueva variable de control

v = [“1} —w—w= {wl} - {wl} : (4.15)
V2 w2 w2
que incluye la componente estatica que provoca cambiar el modelo del espacio de estados = al espacio de
estados z con lo que queda reducido el problema de regulacidn (x = ) al de estabilizacién (z = 0).

Se reescribe nuevamente el modelo como:
21 =22 = X2,
39 =112 + M2 cOS T + M3 8in X + M523 8in 221 + (N4 + N7y cosx1)(vy 4+ W1) + (15 + N84 COS T1 )W,
ta 74 = Ta, (4.16)
_ p1Za+ paws + [pswi + pa(va + Wa)] cos
ps cos® z1 + pg sin® z1 + pr '

Z4

Si se define una nueva variable de control:

1 : 2 . _
M= U1 — COSX1 —MN3sInxrq — X, S1n 21’ — + X4 COST1 )W — wq,
Y+ g cos Ty (=2 L 17 M6Tq 1= (75 + nsza Dwa ) 1 )

e — 1 <[p5 cos? 1 + pesin® z1 + prlug — pras — pats
y = —

— p3wy | — W2,
P4 COS 1




82 4.3. Diseno del observador de estados

entonces el modelo (4.16]) se linealiza exactamente como:

2':1 =Z2,
Zo =M129 + U1,
.2 mz2 1 (4.18)
23 =24,
2’4 =Uus,
que escrito en forma matricial se representa como
0 1 0O 00
. {00m 0 0 1 0| |u1| _ ) |10 0 0] _
=19 0 o 11t 1|0 o LJ—Az—i—Bu» y—{o 0 1 0:|Z—CZ, (4.19)
0 0 0 O 0 1

donde la linealizacién también desacopld el movimiento del plano vertical y horizontal; separando explicita-
mente, se puede escribir:

P A 0y — By Ooxif |u1 y = C1 O1xe .
0y Ay O2x1 By | |u2]’ O1x2 C1 |7

0 1 0 1 0 (4.20)
Al = |:0 ,'71:| ) A2 = |:O O:| ) Cl = [1 O} ’ Bl = |:1:| 5
= [21] ;AW =400 4 By, M =02l
? (4.21)
2= [23] ) 31 = Ay22 + Byus, ym =022,
4
Una solucién a este problema de control consiste en elegir las leyes de control v, = —K; 21, uy =

— K,z para matrices K1, K tales que Ay — B1 K7, Ay — B1 Ky € Hurwitz. Regresando nuevamente a las
variables de control originales:

uy = —Klz[l], Ug = —K22[2],
1 . 2 .
wy = —————— {ug — mzcos 1 — Mg sinzy — nex sin 21 — (5 + N3T4 cOS T )W }
N4 + M7T4 COS X1

1 <[,05 cos? 21 + pe sin® x1 + prlus — p1a — paxs )
— — p3w1 |,
P4 COS I'1

(4.22)

Wo =

En en las siguientes secciones se presenta diferentes disenos de control para la determinacion de K, Ko;
primero se presentan disenios clasicos por retroalimentacion de estado que serviran como el controlador base
para el disenio de controlador adaptativo y como referencia para comparacion de rendimiento entre estos
controladores.

4.3. Diseno del observador de estados

Para las secciones siguientes, se presentan disenios de controladores por retroalimentacion de estados;
éstos disenos suponen que estd disponible el vector de estados completo; sin embargo solo se disposiciéon de
mediciones de los estados z1 y x3. En §1.2.6] se prob6 la observabilidad del sistema con lo que es posible el
diseno de un observador de estados que permita la estimacion de los estados restantes con conocimiento solo
de los estados z1, z3 y las entradas uy, us.
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Partiendo de los modelos lineales (4.21]), se proponen dos observadores de la forma:

P [zj A A 4 By 4 L — gy, gl = o2l
i (4.23)
= [zﬂ ;2= 492 4 Brug + Ly(y? — g, 9P = 2P,

con lo que por el teorema [35] es suficiente con elegir L1 y Lo de tal forma que A1 — L1Cy y Ay — LoC sean
Hurwitz (asignacién de polos, ver §D.7.3)). Para L; = [I; l2]T se tiene:

IAN[— (A; — L1Cy)| = ’/\]I— Hl 1}
—l2 M

_ |:)\+l1 -1

=N+ =)\ +lo—lim =0
I )\_771] +(lh —m)A+1loa—lim )

y las raices del polinomio caracteristicos son:

1
)\1,2 = 5 (7)1 e ll + \/l% +77% + 2l1ﬂ1 — 4lg> s
con lo que para que 2[U(t) — z[1(t) se debe satisfacer que:

1
l1 > n; l2>1[l1(l1+2n1)+77%].

Por otro lado, para Lo = [(1 £5]T se tiene:

|)\]I—(A2—LQC1)|=‘)\]I— {_él 1”: PMI -1

__\2 _
- ly /\]—)\ + U A+l =0,

y las raices del polinomio caracteristicos son:

1
Al = 3 (—El +4/03 — 4l2> ,

con lo que para que 2P1(t) — 2[21(¢) se debe satisfacer que:

1

Ahora, con el observador disefiado, es posible la implementacién de los controladores por retroali-
mentacion de estados que se obtienen en las secciones siguientes.

4.4. Control por retroalimentacion de estados

Considerando el modelo del sistema (4.21]), el objetivo es obtener las senales de control uy, us que
estabilice el sistema en el origen; se propone un regulador cuadratico lineal (LQR) (ver subseccién |[D.7.2))
para cada uno de los sistemas de (4.21)).
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4.4.1. Control del movimiento en el plano vertical

Considerando el sistema

. 0 1 0
M= 420 4 By, = [O 771] Mt L] Ui, (4.24)
la matriz simétrica P; = [a1, b1; b1, c1], la matriz Q1 = diag[di,e1] y R1 = r1; la ecuacién algebraica de

Ricatti correspondiente es:

1 b2 — _
PlAl +A?P1 o fPlBlepl _ |: bl/rl ai +771b1 blcl/rl] _ |: dl 0 :| 7
T1

ar 4+ mby —bici/r1 2by + 2mc1 — ¢/ 0 —e

resolviendo para P; considerando las soluciones positivas de las raices cuadradas, se tiene:

Jaa(rum + ex + 2/r1d) Jdy
- Vridy 1 (7714-\/77%—1-(61 +2m)/rl)

Py

Finalmente, la matriz K; = Rlei‘FPl resultante es:

1
K= Rl—lepl = E [\/’ﬁdl 1 (771 + \/77% + (61 + 24/ T1d1)/’l“1):| .

4.4.2. Control del movimiento en el plano horizontal

Considerando el sistema:

. 0 1 0
# = A2 4 Biug = [0 0] 2 [1} U2, (4.25)
Considerando la matriz simétrica Py = [az, ba; ba, ¢2], la matriz Q1 = diag[da,es] y Ry = ra; la ecuacién
algebraica de Ricatti correspondiente es:

1 —b2 _ _
PyAy+ A P, — —PyByBy P = [ bofrz az b2c2/r2] = { o 0 } ;
T2

ag — bng/TQ 2b2 — C%/Tz 0 —€9

resolviendo para P, considerando las soluciones positivas de las raices cuadradas, se tiene:

\/dg(eg —+ 2\/T2d2) \/ngg 1

P, =

vV T’ng \/ T2 (62 + 2\/ T‘ng) '

Finalmente, la matriz Ko = R 1BlTPQ resultante es:

_ 1
K, =Ry;'BIp, = o~ [\/rde \/r2(e2 + 2\/r2d2)] .

En Fig. se muestra el resultado de dos simulaciones: en el primer experimento Fig. Izq),
los parametros 7, p del controlador coinciden con los parametros nominales 7, p del modelo y en el segundo
experimento Fig. [4.1(a)| Der), los pardmetros se perturban de acuerdo a las variables aleatorias de distribucién
uniforme o, 0, € [0, 1] con un amplitudes ¢,,, €, respectivamente de la forma 7 = (o,6,+1)ny p = (0,6,+1)p.
Los valores numéricos de las variables descritas empleadas en la simulacién, se muestran en el cuadro
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Variable Valor Variable Valor
Ens Ep 0.6 Ry 1
Evy Ex 0.05 R 9
o diag[1.1830 0.9708 0.9296 1.1738 0.9186 1.0194 1.1270 1.2229] @1 diagl[1, 2]
o, diag[0.8972 1.0901 1.2849 0.7456 1.0522 0.9483 0.8855] Q2 diag[1, 1]
Cuadro 4.1: Valores empleados en la simulacién del controlador LQR por linealizacién exacta.
Voltaje control Vi Voltaje control Vi Voltaje control Vi, Voltaje control Vi
° ° BW Sf—j
> 0 > OW > 0 V > Uw M WW
-5 -5 -5 -5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Voltaje control A Voltaje control A Voltaje control A Voltaje control A
6 6
4 4 6 6
4 4
> 2 > 2 > > 5
0 0 0 0
-2 -2 -2 -2
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Posicién angular X, Posicién angular X, Posicién angular X, Posicién angular X,
0.5 0.5 0.5 0.5 -
< I < <
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Posicion angular X Posicion angular X Posicion angular Xy Posicion angular X
1 1 1 1
B O EO E O B O
-1 -1 -1 -1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Control LQR. Izq) Disefiado con pardmetros nominales, (b) Control LQR y accién integral. Izq) Disenado con pardme-
Der) Disefio con pardmetros perturbados. tros nominales, Der) Disefio con pardmetros perturbados.

Figura 4.1: Resultados obtenidos por simulacién de la aplicacién de control LQR y LQR con accién integral
para el modelo linealizado exactamente (4.22)).

4.5. Control con accién integral

Considerando las inexactitudes en la estimacién de los parametros, se espera que el sistema no pueda
ser estabilizado en el punto de equilibrio ¢ preestablecido como se observa en Fig. Der);por tal razén
al control por retroalimentacién de estado se adiciona un integrador para robustecer el control y eliminar el
efecto producido por pardmetros inexactos.

Para el movimiento en el plano vertical, se considera la integral del error ¢, = e; = ylll — yw =yl
donde y!!! es la posicién angular en el plano vertical de la planta e yLll] = 0 es la referencia (es cero debido

a que el problema es de estabilizacién, es decir z ). Es posible definir un nuevo vector de estados que
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Variable Valor
Ry 1
Ro 9
Q1 diag[1, 2]
Q2 diag[l, 1]

Cuadro 4.2: Valores empleados en la simulacién del controlador LQR con accién integral por linealizacién
exacta.

incluye la integral del error como:

[ (1]
m_ [
a7,
y se obtiene el nuevo modelo en el espacio de estados:
: A O B
¢ = {Ci QOXI} M+ ol} up = A€M + Bruy. (4.26)

De manera similar, para el movimiento en el plano horizontal, se considera la integral del error
Gy =eg = yl2l — yy[,zl] =y, donde y[?! es la posicién angular en el plano horizontal e y,[,%] = 0 es la referencia;

definiendo el vector de estados:
5[2] B 4121
= |

se obtiene el modelo en el espacio de estados:

: Ay O B
¢ = {Ci Qoxﬂ ¢+ { 01} us = Aol + Bru,. (4.27)

Nuevamente, considerando los controles u; = K &M y uy = Ko€, se propone un regulador cuadrati-
co lineal para resolver el problema de control de y . Con un desarrollo similar al presentado en
§4.4] se obtienen las matrices K; y Kp; sin embargo, la solucién analitica es demasiado complicada debido
a que se tienen que resolver un sistema de ecuaciones algebraicas de grado superior; en la préactica se em-
plean métodos numéricos y MATLAB tiene implementado un comando dedicado a esta tarea; la sintaxis es
[K,P,e]l=1qr(A,B,Q,R,N) donde e son los eigenvalores del sistema A,B en lazo cerrado y N corresponde al
término 22T Nu en la funcién objetivo. En Fig. se muestra la simulacién de los controladores disenados
aplicado al modelo no lineal. Los valores numéricos empleados son iguales a los mostrados en el cuadro
excepto por las variables que se presentan en el cuadro

4.6. Control adaptativo por modelo de referencia

Claramente puede verse que el modelo (4.18]) representa dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
no acopladas, es posible reescribir dicho modelo para las variables a y 8 como:

&—ma=uy, fB=us, (4.28)

que permiten disenar dos controladores adaptativos, uno para cada ecuacién.
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4.6.1. Adaptacion de ganancia con enfoque de gradiente negativo del error

Cuando se aplica un control adaptativo por adaptaciéon de ganancia, se requiere que el modelo de
referencia en lazo cerrado sea asintoticamente estable; es decir, 47" y u3* deben ser tales que el polinomio
caracteristico de las ecuaciones sean Hurwitz; una alternativa es elegir como entradas del modelo de
referencia u* = K21 y u* = K32l que se obtuvieron en de esta manera se puede considerar a
211, 2121 € R2 como las entradas al sistema y K (t), Ko(t) € R'*2? como las ganancias adaptables obteniendo
las ecuaciones:

O—ma=u; = K = a= Gl(p)Klzm7 donde Kj = [ky ko], G1(p) = ——,

B=uy=K2B, = p= Gz(P)K2Z[2]7 donde Ky = [ks ka], G2(p) =

y como modelo de referencia se considera
am = G1(P)KT" L), B = G2(p)KY'2),  donde Ki" = [k k3], K3 = k5" Ky,
con lo que se puede escribir el error como
e1=a—am =G (p)K12M — Gi(p) K721 = Gy (p)[k121 + kazo] — Gi(p) K™ 2L,
¢s =B — B = Ga(p)K2zP) = Go(p) K527 = Ga(p)[kazs + kaza] — Ga(p) K321,

Aplicando (3.7)) se obtienen las reglas de adaptacién de ganancias con enfoque de gradiente negativo del error:

. Oe Oep Oe T
K =—ej—T = —eq ! 71]F1 = —e1G1(p)[z1 221 = —e1G1(p) <2[1]> Iy,

0K, Ok1 Oko

Oe Oey Oe T (4.29)
K, = —6287[(2213 = —ez[akz aTi]F? = —eGa(p)[z3 24]T2 = —e2Ga(p) (Z[Q]) Iy,

donde I';, Ty, € $2%2 > 0.

Otra alternativa de control adaptativo es reducir el nimero de variables a adaptar; considerando
ui,uy € R directamente y no z[U, 22l € R2 como en el caso anterior, de esta manera se proponen las
ganancias adaptables 01,05 € R como:

a=Gi(p)thui, B = Ga(p)bauz,
y como modelo de referencia se considera
am = G1(p)0Tu1 = G1(p)ur, PBm = G2(p)05'us = Ga(p)uz, donde 67" =63 =1,
con lo que se puede escribir el error como
e1 = a— ay = Gi(p)fiur — Gi(p)ur = G1(p)[01 — 1ua,
ez = B — B = Ga(p)faus — Ga(p)[f2 — 1Jua.

Aplicando nuevamente (3.7) se obtienen las reglas de adaptacién de ganancias con enfoque de gradiente
negativo del error:

; 861
01 = e = —7161G1(P)U1 = —71€10m,
064
(4.30)
; 862
2 = —y2e2 = = —72e2G2(p)u2 = —Y2€25m,
005

donde 71,71, € RT. En Fig. se muestra un resultado obtenido por simulacién. Para el caso de adaptacion
de dos ganancias Fig. Izq), las constantes de sensibilidad de adaptacién empleadas sonI'; = 1E 3L, T'y =
1E~°I, las condiciones iniciales son K;(0) = [-1 —1.98], K2(0) = [~0.3 —0.88]. Para el caso de adaptacién
de una ganancia Fig. Der), las constantes de sensibilidad de adaptacién empleadas son v =4, v = 0.1,
las condiciones iniciales son 6 (0) = 65(0) = 1.
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Voltaje control v Voltaje control v Voltaje control v Voltaje control v
5 5 5 5
> 0 > 0 > 0 > 0
-5 -5 -5 -5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Voltaje control A Voltaje control A Voltaje control A Voltaje control A
6 6 6 6
4 4 4 4
> 2 > 2 > 2 > 2
0 0 0 0
-2 -2 -2 [ -2
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Posicion angular X Posicién angular X, Posicion angular X Posicion angular X,
0.5 0.5 0.5 0.5
e o e o
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Posicion angular X Posicion angular X Posicion angular Xy Posicion angular X
1 1 1 1
B O B O B O B O
-1 -1 -1 -1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Adaptacién de dos ganancias. Izq) Disefiado con pardme- (b) Adaptacién de una ganancia. Izq) Disefiado con pardmetros
tros nominales, Der) Disefio con pardmetros perturbados. nominales, Der) Disefio con pardmetros perturbados.

Figura 4.2: Resultados obtenidos por simulacién de la implementaciéon de control adaptativo de una y dos
ganancias con enfoque de gradiente negativo del error (4.22)).

4.6.2. Adaptacién de una ganancia con enfoque de estabilidad de Lyapunov

Con un procedimiento similar al anterior, se puede obtener una regla de adaptacién de ganancia
con enfoque de estabilidad de Lyapunov, considerando el modelo del sistema (4.6.1)), el modelo de referencia

(4.6.1)) y el error (4.6.1)), con aplicacién de (3.32)) se obtiene:

. z

0, = —71U1BlTP1Z[1] = —y1u1[0 1] [Zj = —T1u1%2,
(4.31)

. z

92 = —’}/QUQB]_TP2Z[2] - _721//2[0 1] |:Zi:| = —72U224,

donde P, = P, =1, y 71,71 € ®". En Fig. se muestran dos resultados obtenidos por simulacién: cuando
los pardametros son nominales y cuando estan perturbados. Las constantes de sensibilidad de adaptacién
empleadas son v, = 72 = 1 y las condiciones iniciales son 61(0) =7, 62(0) = 2.

4.7. Conclusiones

Entre los controladores disenados en esta seccion, para parametros conocidos con suficiente precision,
el controlador LQR es quien presenta mejores caracteristicas en cuanto a energfa en el controlador; sin embargo
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Voltaje control v Voltaje control v
5 \‘MW | \‘M ] ’ ‘ 5
> 0 ‘ > 0
S
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Voltaje control A Voltaje control A
6 6
> 2 > 2
0 0
720 50 100 150 200 720 50 100 150 200
Posicién angular X Posicién angular X,
0.5 0.5
3 3 °
) -0.5 -0.5
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Posicion angular Xy Posicion angular X
1 1
T O T O
-1 -1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Disefiado con pardmetros (b) Disefio con pardmetros per-
nominales. turbados.

Figura 4.3: Resultados obtenidos por simulacién de la implementacién de control adaptativo de una ganancia
con enfoque de estabilidad de Lyapunov (4.31)).

el resultado es deficiente cuando los pardmetros se perturban. Para el caso de incertidumbre paramétricas los
controladores de adaptacién de ganancia con enfoque tanto de gradiente negativo del error y de estabilidad de
Lyapunov son quienes aportan un mejor rendimiento, sin embargo, los esfuerzos de control son notablemente
mayores; aun cuando los dos enfoques cumplen con el objetivo de adaptacion a los pardmetros, para este caso
en particular, el enfoque de estabilidad de Lyapunov es quien aporta una mejor dinamica en lo que respecta
al seguimiento de la curva de referencia; sin embargo, el esfuerzo de control es ligeramente mayor al que se
requiere con el enfoque de gradiente negativo del error.

El regulador de adaptacion de dos ganancias es quien presenta peores resultados en cuanto a adapta-
cién, para constantes de sensibilidad pequenas (del orden de milésimas) la convergencia es lenta; sin embargo,
para constantes de sensibilidad maés grandes, el sistema se vuelve inestable.

En las gréaficas, para las senales de control, se acota al rango de —5 a 5 para el rotor principal y de
—2.5 a 7.5 para el rotor de cola; éstos son los rangos de operacién para los rotores, el objetivo de acotar las
graficas es hacer explicito la saturacion que sufren los rotores con dichas senales de control.
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Capitulo 5

Resultados y conclusiones

iResultados! Bueno, he
conseguido un montén de
resultados. Conozco ya miles de
cosas que no funcionan.

Thomas A. Edison.

5.1. Resultados

Uno de los primeros resultados que se obtuvieron en este trabajo fueron las modificaciones que se
hicieron en el modelo del TRMS, éstas consistieron en la determinacién de las componentes de fuerza de
propulsion de los rotores y la inclusién de un término de friccién no lineal en los rotores. Los resultados que
se obtuvieron posteriormente pueden ser separados en dos partes: la estimacion de pardametros y el control
adaptativo.

5.1.1. La estimacién de parametros

Un primer resultado es un algoritmo para el cdlculo del nimero de condicion que funciona como
complemento del algoritmo recursivo de estimacién por minimos cuadrados con factor de olvido exponencial.
Como no se encontraron métodos para la determinacion del factor de olvido en el algoritmo de minimos
cuadrados, se obtuvo otro resultado que consistié en una serie de criterios para la determinacion del factor
de olvido. Finalmente, en esta direccién, un resultado importante fue la wvalidacion de los algoritmos por
modelos sintéticos y experimentalmente; aqui se incluye la implementacién en Matlab con programas Script
y Simulink.

Tras la validacién de los algoritmos, el siguiente resultado fue la implementaciéon en Matlab-Simulink
con Real-Time Workshop y Real-Time Windows Target para ejecutar en tiempo real el algoritmo de esti-
maciéon por minimos cuadrados con factor de olvido exponencial extendido con un monitor del nimero de
condicion. Sobre la marcha fue necesario un algoritmo de estimacion de velocidad y aceleracion angular pa-
ra poder alcanzar uno de los resultados més importantes de este trabajo la estimacion de pardmetros del

91
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TRMS. Adicionalmente, se propuso un método para la estimacion de derivadas de orden superior por ajuste
polinomial y traslacion de datos el cual es de utilidad cuando el problema que se estudia involucra regresores
no acotados.

Atn cuando la estimacién de parametros del TRMS en particular, es un problema lineal; también se
estudiaron los métodos de estimacion de parametros para modelos no lineales y se obtuvo un resultado que
consistié en la solucién a un problema en 6ptica sobre la estimacion de los parametros de la presion ejercida
por una herramienta para pulir lentes sobre una superficie 6ptica.

5.1.2. El control adaptativo

El primer resultado que se logré en este tema fue una comparacion experimental de cuatro tipos de
control adaptativo:

adaptacion de ganancia con criterio de gradiente negativo del error,
adaptacion de ganancia con criterio de estabilidad de Lyapunov,

adaptacion de parametros con criterio de gradiente negativo del error,

= e N

adaptacion de parametros con criterio de estabilidad de Lyapunov,

aplicados a un motor DC. Otro resultado fue la evaluacion y compraracion por simulacion de controladores
cldsicos por retroalimentacion: regulador cuadratico lineal y regulador cuadratico lineal con accién integral.
Finalmente, se logré la implementacion de un control adaptativo para el TRMS.

5.2. Conclusiones

Las modificaciones hechas al modelo del TRMS fueron acertadas: el ajuste con un modelo no lineal
propuesto presenté mejores resultados frente al modelo lineal original, esto es principalmente porque la
velocidad del rotor es alta, con lo cual también el efecto de friccién no lineal es més evidente. Respecto a las
fuerza de propulsién, el modelo original solo dice que la propulsion del rotor principal actian tinicamente el
plano vertical mientras el rotor de cola solo actiia en el plano horizontal; sin embargo, experimentalmente se
concluyé con que tal afirmacion es falsa debido a la observacién de que la propulsién de ambos rotores afectan
a ambos planos al mismo tiempo, de aqui es que la modificacién al modelo en esta direccién aporté buenos
resultados.

Respecto a los algoritmos para la estimacién de parametros por minimos cuadrados; la implementacién
para funcionar en tiempo real funcioné como se esperaba, los recursos que se requieren son minimos y ésto
permite frecuencias de muestreo altas (en el orden de kHz para el equipo empleado), ésto a su vez es bueno
para estimar pardmetros que cambian muy rapido en el tiempo.

El monitor de ntimero de condicién es un auxiliar que en la préactica puede ser indispensable debido
a que en base al nimero de condicién pueden establecerse criterios para la aceptacion de la estimacion; mas
aun, puede establecerse un criterio para la determinacion de un factor de olvido variable que esté en funcién
del condicionamiento del problema.
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Finalmente, los criterios para la determinacién del factor de olvido propuestos no pueden ser genera-
lizados ya que experimentalmente se observo que el factor de olvido también estd en funcién de la estructura
del modelo (la calidad con que describe al sistema) o, andlogamente, la magnitud del error entre los datos
experimentales y el modelo; sin embargo, para modelos aproximados a los datos experimentales, tales que
el error en los datos esté acotado y sea de naturaleza aleatoria con distribucién uniforme, los criterios pro-
puestos funcionan; por fortuna, la mayoria de los problemas de estimacién de parametros satisfacen estos
requerimientos.

El algoritmo para la estimacién de derivadas de orden superior por ajuste polinomial y traslacién
de datos propuesto logré el objetivo planteado; méas ain, a pesar de que no se demuestra la estabilidad
del algoritmo, por validacién en modelos sintéticos se muestra que la ejecucién en Matlab-Simulink para
aplicaciones en tiempo real es estable, por lo que se concluye que es fiable el uso de dicho algoritmo como
herramienta de instrumentacién.

Para la estimacion de parametros del rotor, se aplicé el algoritmo propuesto de estimacién de pardme-
tros por traslacién de datos debido a que una de las variables de regresién fue la posicién (no estd acotada
debido a que se pide que sea una curva mondétonamente creciente); los resultados que se obtuvieron fueron
buenos lo que permite concluir favorablemente para otras aplicaciones con condiciones similares.

Los parametros estimados para el modelo del TRMS lograron aproximacién suficiente para los fines
requeridos (andlisis, simulacién, disefio), de ésto se concluye finalmente que tanto los algoritmos, como los
programas computacionales, el sofwtware y harware empleados funcionaron correctamente; ademads, todo el
conjunto anterior no es rigido, la flexibilidad que presentan es suficiente para poder aplicar estas mismas
herramientas a otros sistemas reales y sintéticos.

Sobre el control adaptativo, la comparacién realizada no pudo ser concluyente a favor de un tdnico
controlador: en general, la adaptacion de ganancia es mejor para sistemas lineales frente a la adaptacién
de parametros, sin embargo, la adaptacién de parametros presenta un mejor rendimiento para sistemas no
lineales. El criterio del gradiente negativo del error es mas simple e inmediato de aplicar que el criterio de
estabilidad de Lyapunov y no hay ventaja absoluta de uno sobre el otro, excepto porque no es directa la
aplicaciéon del enfoque de lyapunov a la adaptacién de pardmetros para sistemas de orden superior. Para
problemas particulares, en algunos funcionard correctamente un criterio y en algunos el otro o ambos, mucho
depende de la experiencia y habilidad del disenador para elegir entre uno de los criterios o alguna de las
técnicas de adaptacién (ganancia o pardmetros).

Respecto a los controladores por retroalimentacion de estados, el LQR con accién integral gana frente
al LQR cuando se aplica a problemas donde la calidad de estimacién de los parametros es pobre; incluso,
LQR con accién integral presenta cierto grado de adaptacién que le permite funcionar satisfactoriamente
incluso en problemas con pardmetros variables (como en el caso del TRMS), tanto LQR y LQR con accién
integral son sistematicos, lo que deja muy poco a la experiencia del disenador; sin embargo, es un método
que se aplica solo a sistemas lineales.
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Apéndice A

Estimacion de velocidad y aceleracion
angular del rotor del TRMS

La mejor forma de librarse de un
problema es resolverlo.

Thomas Carlyle.

Cuando se disena un sistema de control para un sistema en particular, generalmente se asume que los
estados pueden medirse directamente de la planta y donde se suele incluir a la velocidad y aceleracién como
estados; sin embargo, esta suposicién no siempre se cumple por lo que se aplican observadores de estado para
poder implementar el sistema de control disenado como se muestra en Fig. Por otro lado, el rendimiento
de los observadores estd fuertemente ligado con la identificacién del sistema, donde destaca el conocimiento
que se tenga sobre la planta (modelo del sistema) y la calidad de informacién que lo aproximan al sistema
real (pardmetros del modelo); por esta razén, los observadores de estado se clasifican entre las técnicas de
estimacion basada en modelo.

Planta
u x = f(x, u;t) 4

u=h(x,0;t) >
y = g(z, uit) Observador

&= K(u,yit)
:i: —‘

Figura A.1: Observadores de estado para recuperar componentes o todo el vector de estados.

Controlador

Generalmente, en las primeras etapas de diseno no se tiene conocimiento sobre un modelo para la
planta, no se conocen sus parametros o éstos no describe con suficiente exactitud el fenémeno que se estudia;
en este caso el problema de estimacién de velocidad y aceleracién angular se puede resolver por estimacion
no basada en modelo.

Como por lo general, la estimacién de la velocidad y aceleraciéon no es una meta final, sino el de
recopilar informacién que ayude a construir un modelo y sus pardmetros (identificar el sistema), se realiza

95
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estimacién no basada en modelo para estimar los pardametros de un modelo y finalmente poder disenar un
observador de estado basado en el modelo ajustado.

Esta seccién se desarrolla para aplicar particularmente a la estimacion de la velocidad y aceleracién
angular de los rotores del TRMS, fisicamente es posible medir la posicién angular con ayuda de diferentes
tecnologias [41], entre los sensores mas comunes se encuentran los encoders, resolvers y sensores de efecto
Hall. Todos estos sensores se pueden caracterizar por la resolucién que es el minimo desplazamiento angular
que son capaces de detectar. Definimos la resolucién como Az = 27 /N rad, donde N es el nimero de pulsos
por revolucién que genera el sensor.

A.1. Definicion del problema

Dada una funcién Z(t) discontinua por cuantizacién de posicién con resolucién Az que corresponde
al muestreo y retencién de una funcién continua z(t) que representa la posicién y donde Z(t) = x(¢) en los
instantes ¢ donde ocurren las discontinuidades como se ilustra en Fig. se asume que la posicion es
monoticamente creciente y que puede ser representada por

Z(ty) = x(ty) = kAz, k=0,1,2,--- (A1)
donde ¢, es el instante de ¢ donde ocurre la k-ésima discontinuidad de Z(t); entonces, dada una secuencia de

numeros reales positivos {tx} € R, k € N tales que Z(t;) = kAx, determinar la primera y segunda derivada
de alguna funcién continua y diferenciable dos veces f : ® — R tal que f(tx) = Z(tx) Yk € N [42].

10

———% Real
Bl w Medida |- --

Paosgicion

Tiernpo

Figura A.2: Posicién angular real z(t) y cuantizada Z(t) a lo largo de una trayectoria mondticamente creciente.

El problema planteado da como informacién al tiempo muestreado a intervalos regulares de posicién
o espacio fijo, por lo que directamente se puede aproximar la derivada por métodos numéricos e invertir
el resultado para obtener la derivada temporal; sin embargo, ésto no se puede aplicar directamente para
derivadas temporales de orden superior. Dos alternativas para poder calcular derivadas de orden superior con

la informacién (A.1]) son:

1. Interpolacién de T y calcular las derivadas numéricas considerando intervalos de muestreo regulares en
el tiempo.

2. Ajuste de un polinomio de grado adecuado y célculo de las derivadas por conocimiento de los coeficientes.
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Definicién 5 (Estimacién no basada en modelo con algoritmo de tiempo fijo). Muestrear Z(¢) con
periodo de muestreo T, lo que produce una secuencia & = Z(kT) donde el espacio es muestreado con un
periodo de tiempo constante T'. Este problema puede ser resuelto como una combinacién lineal de posiciones
muestreadas en tiempos equidistantes (A.2). Este método es conocido como algoritmo de tiempo fijo.

o(kT) = % a0 (KT) + a1((k — 1)T) + - - + an@((k — n)T)] (A.2)

&

Definicién 6 (Estimacién no basada en modelo con algoritmo de espacio fijo). Muestrear t(Z) con
periodo de muestreo Az, lo que produce una secuencia t;, = t(kAx) donde el tiempo es muestreado con un
periodo de espacio constante Ax. Este problema puede ser resuelto como una combinacion lineal de los lapsos
de tiempo entre n + 1 consecutivas discontinuidades de Z(t) . Este método es conocido como algoritmo
de espacio fijo.

o (kAz) = ﬁ laot(kAz) + art((k — 1)Az) + -+ - + ant((k — n)Az)] . (A.3)

&

Note que el método es de aplicacién directa, puesto que el tiempo estd muestreado a intervalos
regulares Az que es la informaciéon con la que se plantea el problema, sin embargo, con el método
es necesaria una tarea intermedia de interpolaciéon o aproximacion de una funcién a los datos para tener
disponible informacion tal que se tenga conocimiento de la posicién a intervalos regulares de tiempo 7. Es
importante senalar que el método no puede emplearse directamente para la estimacién de derivadas
de orden superior; sin embargo, con el método si es posible; por esta razon, se implementan como
complementarios.

A.2. Estimacién por interpolacién de datos y derivacion numérica

La interpolacién necesaria para el método (A.2)) se debe realizar muy cuidadosamente debido a que los
datos que se van a interpolar estan contaminados con ruido, este simple hecho provoca que una interpolacién,
cualquiera que sea, incluya también el ruido proveniente de la mediciéon o del proceso.

Se propone que la interpolacién se realice por medio del polinomio de interpolacién de Lagrange
debido a su sencillez y eficiencia numérica; tomando en cuenta que la sintonizaciéon de la interpolacion se
realizard experimentalmente (configuracién del nimero de puntos a interpolar por cada iteracién).

Teorema 4 (Polinomio de interpolacién de Lagrange): Sean {xy},_, n+1 diferentes nimeros y {yi},_,
valores arbitrarios que representan la evaluacién de alguna funcién f en los puntos xy, (i.e. yx = f(xr)), en-
tonces existe un tunico polinomio P,, de grado a lo mads n con la propiedad de que:

yr = f(zr) = Py(xg), parak=0,1,--- n, (A4)
donde . .
P(z) = Z fzr) Ly k(z); Lpi(z) = H ; _xxi , paracadak=0,1,--- n. (A.5)
b kE— T
k=0 1=0, 1#£k

¢
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A.2.1. Derivada numérica

En (A.2) y (A.3) se hace explicita la posibilidad de derivacién numérica como una combinacién lineal
de los muestreos de espacio Z o tiempo t respectivamente; para definir completamente estas ecuaciones,
aplicamos el polinomio de Taylor para deducir las expresiones para primera y segunda derivada en distintos
ordenes de aproximacion.

Teorema 5 (Polinomio Taylor): El polinomio que mejor aproxima a la funcién f cerca de x( tendra hasta
n derivadas en xq que coinciden con las de f y esta dado por

" r—x k
Pa(e) = Y 0 10 ). (A6

k=0

¢

En la practica, las derivadas numéricas que se emplean son las de orden de aproximacién O(h?)
y O(h*) porque un orden de aproximacién superior generalmente no mejora la precisiéon debido
a errores de redondeo del hardware y, al requerir més puntos muestreados, provoca un mayor desfase en el
tiempo (retardo constante) [43].

h—fa

Flow=="— (A7)
fl/(mo) ~ fl - 2£(;+ f*l.

—fo+8f1 —8f_1+ f-2

" —fa—16f1 —30fo +16f_1 — f_ 2 '
f (.’Eo) 12h2

Los datos que se procesan en general estan contaminados con ruido y cualquier método de interpolacién
incluird dicho ruido; méas aun, el método de interpolacién propuesto presenta oscilacion polinomial para
polinomios de grado superior; todo esto lleva a la conclusion de que puede aproximarse una funcién a los
datos que se procesan, pero no se puede decir lo mismo sobre las derivadas de la funcién que representa tales
datos. En el apéndice [B| se propone una solucién alternativa.

A.2.2. Registro de corrimiento

Debe observar que para el algoritmo de espacio fijo descrito por la ecuacién (A.3) es necesario mues-
trear el tiempo y almacenar una sucesion [tk, the1, tk n) donde n — 1 es el nimero de puntos necesarios
para el célculo de las derivadas numéricas segtn el orden de aproximacién que se aplique (n — 1 = 3 para
O(h?) y n—1 =5 para O(h%)).

Para el caso del algoritmo de tiempo fijo descrito por la ecuacién (A.2)) es necesaria la interpolacién
de una sucesién de datos [(tx, kAz), (tg—1,(k — 1)Ax),- -+, (tg—n, (k — n)Ax)] para obtener una sucesién
[Tk, Tk—1, "+ ,Tr—n] y aplicar la derivada numérica correspondiente.

Note que tanto para el primer y segundo caso, solo es suficiente el muestreo y almacenamiento de la
secuencia [tg,tx—1, " ,tk—n). Pueden unificarse las tareas de muestreo y almacenamiento con la construccién
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de un registro de corrimiento S(c,t), el cudl se puede describir como:

_ SJr:[t’ 81, S2, 1, Sn—l] C:€+7
S(c,t) —{ S =[s1, 52, -, 5] c—e (A.9)

donde c es una lectura de la salida del generador de eventos y ¢ es el tiempo. Cuando se genere un evento e™,
S(c,t) re-almacenara todas las cantidades una celda a la derecha y en la primera celda almacenard el valor
t. En otro caso, t es ignorada y las componentes de S se mantiene invariante.

A.2.3. Gestion por eventos y la funcion histéresis como generador de eventos

La implementacion de estos algoritmos para la estimacién de velocidad y aceleracién angular debe
realizarse solo cuando se tiene informacién correcta del sistema, de Fig. se sabe que esto ocurre en los
instantes t; cuando ocurre la k-ésima discontinuidad de Z. Es posible considerar directamente las discontinui-
dades en & como los generadores de eventos para ejecutar el algoritmo completo; sin embargo, dependiendo
de la aplicacién, la velocidad que se esté midiendo puede ser demasiado alta y la resolucién Ax puede ser muy
fina lo que puede provocar sobrecarga al hardware de cémputo, de aqui surge la necesidad de incrementar el
rango Ax.

Como generador de eventos se puede aplicar una funcién idealizada de histéresis en funcién de ¢ con
salida e™ y e~ (ver Fig.|A.3)):

et (> Cu
e=H(() = e” (<, (A.10)
€ Cl SCSC?M

donde el umbral de histéresis H,, = (,, — (; es el intervalo ( donde el estado permanece invariante, ver Fig.
Con esta funcién podemos considerar ( = # y la transicién del estado e~ a e™ como el evento que dispare
el algoritmo de estimacién de velocidad y aceleraciéon angular.

b

‘;II Cu
N

Figura A.3: Histéresis ideal empleado como generador de eventos.

A.2.4. Envolvimiento de posicion

La funcion de histéresis opera en un rango entre (; y ¢,,, mientras que la curva ( = & es monéticamente
creciente, por tal razén, una solucién para mantener la funcién de histéresis operando seria haciendo una
modificacién tal que sus limites inferior y superior estén en funcién de un offset 6(z), (;(0) y (.(J); esto es
conocido como ventaneo dindmico; sin embargo, la soluciéon que se aplicard en este trabajo es modificar la
curva de posicién ¢ de tal manera que siempre se encuentre acotada a los limites ¢; y (,, ver Fig. [A4} esta
es un transformacion tipica en interferometria éptica conocida como envolvimiento.

Por simplicidad, podemos tomar el limite inferior (; igual a cero y considerar dos métodos para el
envolvimiento definidos por las ecuaciones (A.11f), donde k es el contador de discontinuidades y Mod(«, 3)
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Figura A.4: Envolvimiento de a) z(¢t) = 1.5sint para obtener b) ¢ acotada en los limites inferior y superior

(G =0,¢u=1].

es el residuo del cociente a/(. Particularmente se aplica la ecuaciéon (A.11b|) por su generalidad respecto a
la no necesidad de k lo cual permite aplicaciéon directa a curvas continuas.

Ty =T — k(. (A.11a)

T = Mod(Z, y)- (A.11b)

De esta manera, si ( = x,,, la funcién de histéresis puede operar tal y como se define en (A.10)).

En Fig. se muestra una implementacién en diagrama de bloques para la implementacion del
algoritmo de estimacion de velocidad y aceleracién angular.

Generador de eventos
Contador E Ly
Envolvimiento Histéresis :-
f—y—.{ﬂ[od(i,zu) %»‘ H(zy) %»
Estimacion de
— velocidad y
| Corrimiento | aceleracion
t‘—b‘ ix | tr—1 ‘ tro | | tpn ‘ angular
| :
—

Estimacion de velocidad y aceleracion angular

[£ k] ﬁfl(kAz) = é [aot(kAZ) + at((k — 1)Az) +-- - w2
S F(m) L2+ DET) = 2 (003 (KT) + ax((k — DT) +--- [
k=0

Figura A.5: Implementacion del algoritmo de estimacién de velocidad y aceleracién angular con gestién por
eventos.
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A.3. Prueba del algoritmo por simulacién

Consideremos un sistema dindmico de primer orden que puede ser representado por las siguientes
ecuaciones:

2 (A.12)

donde w es la velocidad angular, 6 la posiciéon angular y v la senal de entrada. Con fines de ilustracién
del funcionamiento de los algoritmos de envolvimiento de curva y generacién de eventos, consideremos un
experimento donde elegimos v como:

1 t>0,
v=< 2 wv>10, (A.13)
0.3 ¢>20.

Realizando una simulacién para t = [0,30], ; = 0 y {, = m; obtenemos los resultados que se muestran en
Fig.

Fosicidn Angular

[Rad]

D 1 1 1 1 1
Pasicidn angular envuelta

D 1 1 1
Generador de eventos

=]

[Estada]

o

0 g 10 14 20 25 30
Tiempo [s]

Figura A.6: Arriba) Curva de posicién & obtenida desde el sensor. Medio) Envolvimiento de Z. Abajo) Pulsos
generados por la funcién de histéresis donde e =0y e™ = 1.

Para probar el funcionamiento del algoritmo completo de estimacion de velocidad y aceleracion an-
gular, consideremos un experimento donde elegimos v como:

100 t >0,
v=2<¢200 v >10, (A.14)
25 ¢ > 20.

Realizando una la simulacién para t = [0,30], {; = 0 y {, = 100; obtenemos los resultados de la estimacién
de la velocidad y aceleracién angular que se muestran en Fig.

Note primeramente que el algoritmo no ofrece salida de estimacién hasta el instante t,, donde n es
el nimero de celdas en el registro de corrimiento S(c,t). Por lo tanto, de manera general, suponiendo que el
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Posicidn angular

G000 j

= 4000
0 e
[
2000 % Medido
D 1 1 1 1 1
Estirnacidn de velocidad por algoritro de espacio fijo
400 T T T T

....... “m Real
w Estimada

[Rad/sey]
[ou]
=

Estirnacidn de aceleracidn por algoritrmo de tiempo fijo

T T
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2200 1 1 1
0

=
=
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Figura A.7: Arriba) Curva de posiciéon &. Medio) Velocidad angular real y estimada. Abajo) Aceleracién

angular real y estimada.

algoritmo se ejecuta en el instante ¢g este algoritmo ofrece salida hasta el instante ¢,, que es cuando el registro
de corrimiento se ha llenado y tanto la interpolaciéon como las derivadas numéricas son correspondientes a

los datos medidos.

Observe que el algoritmo de estimacién solo se ejecuta cuando ocurre una discontinuidad de Z, que
para este ejemplo es de Ax = 100, en cualquier otro caso se mantiene el ultimo valor calculado. Este
comportamiento describe dos caracteristicas principales de las curvas de velocidad y aceleracién estimadas:

1. Las curvas estimadas son esplines de orden cero.

2. Las curvas estimadas presenta retardo variable en el orden de At =1, —tr_q.

La ultima caracteristica enlistada no permite ajustar por traslacion y escalado constante las curvas estimadas
con las reales; més atin, observe que At — 0 cuando dx/dt — 0o, contrariamente At — oo cuando dz/dt — 0.
Este comportamiento se debe tener siempre presente para poder realizar una buena estimacién. Para resolver
este problema tenemos disponible la elecciéon de H,, y la senal de excitacién al sistema.

A.4. Problemas que pueden presentarse

Las mediciones que entrega el sensor estdn contaminadas con un ruido w que para este andlisis
supondremos que estd acotado ||w||. = € y la frecuencia maxima de w es v. El ruido w puede provocar que
la funcién de histéresis no salga del umbral H, y no genere el evento correspondiente, o que éste salga y
genere un evento falso. En la figura Abajo) la funcién de histéresis idealizada es tal que et = 1 cuando
==z, ye =0cuando & = ( =z, lo que significa que la funcién de histéresis posee umbral mdzimo
HF yesigual a Hf = (2 — (). Por esta razén, lo que se visualiza son deltas discretas (pulsos de ancho cero)
lo que hace evidente que el generador de eventos se dispare erraticamente con frecuencia maxima ~ cuando

|2 — 2| <ey | —xy| <e.
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Otro caso es que consideremos et = 1 cuando & > (,, y e~ = 0 cuando Z < (,, donde (,,, = (¢u—¢1)/2,
y la funcién de histéresis posee umbral cero. Este caso reduce la funcién de histéresis a la funcién signo
con traslacién del origen a x,,. La salida nuevamente son deltas discretas y el generador de eventos se
disparard errdticamente con frecuencia maxima + cuando |Z — (| < e.

Una solucién consiste en elegir los limites ¢, vy ; de tal forma que satisfagan las siguientes condiciones:

Cu < €0 — e, (A.15a)
G>¢ +e (A.15b)
€< ( — ¢, (A15C)

donde ¢ y €2 son los limites que se toman para obtener el umbral méximo H,! (ver Fig.|A.8). Si se satisfacen

T
€ T A

- ﬁ+ I Cu |

! ! - Q-u T

[ u o g +

; T > . Il_f u H u

| : 61

Io 1 C[(] I >
W | G '

Figura A.8: Izq.) Funcién de histéresis con umbral H, < H; . Der.) Funcién de histéresis en el dominio del
tiempo.

las condiciones ({A.15)) la salida del generador de eventos serdn sefales cuadradas para las cuales el evento
sigue siendo definido como la transicién desde el estado e~ a eT. Balanceando el umbral de histéresis al 50 %
de H' los limites de histéresis se definen como:

Cu = CS - EHJ_’
1 (A.16)
Cl = Clo + EHJ_>

y de ésta manera solo debemos atender que H, = (, — (; > 2¢ y se estard cumpliendo con las condiciones
. Note que, adicional al efecto de obtener senales cuadradas de ancho variable como salidas del generador
de eventos, los eventos se adelantan con incrementos variables Ae; afortunadamente, similar al retraso en la
estimacién, Ae — 0 cuando dz/dt — oo, contrariamente Ae — oo cuando dx/dt — 0; por esta razdn, se
enfatiza en una adecuada eleccion de H,, y la senal de excitacién al sistema.

A.5. Aplicacion a un sistema real

Consideramos el rotor de un helicoptero de laboratorio el cudl pude ser modelado por la ecuacién

W =alw|w + bw + cv,
. (A.17)
0 =w,

donde w y 6 es la velocidad y posicion angular respectivamente. Como no se cuenta con informacién alguna
de este rotor, procederemos a la validacién del algoritmo de estimacion de velocidad y aceleracién angular
con la siguiente metodologia:
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1. Con las cantidades w, w que proporcione este algoritmo, se estimardn los pardmetros a, b, ¢ (se supone
que la convergencia de la estimacién de pardmetros es optimal).

2. Con los pardmetros a, l;, ¢ se integra la solucién 6 = f;l w(7) dr del modelo (A.17) y se compara con la
medicién del sensor T la cual, despreciando el adelanto aportado por el generador de eventos al tomar
H, < H, se considera exacta en las discontinuidades &) = 0(t).

Se espera que el error tenga amplitud mdxima en el intervalo [37, 47], por lo que los limites de umbral
maximo de funcién de histéresis se asignan como Clo =0y ¢Y =107 y se aplican las ecuaciones . En la
figura [A.9] pueden visualizarse los resultados; las gréficas de velocidad y aceleracién angular de antemano se
esperaba que estuviesen correctas pues el estimador de pardmetros minimizé el error entre la curva estimada
y ajustada; para la gréafica de posicién angular puede visualizarse como estas son correctas visualizando como
T ~ O(tg) y el error estd acotado en el umbral H;" = 107 como se muestra en la figura

Posicidn angular

2DDD ......... e Med|da T T T T T !
= — 8 Estimada
i 1000 F B
D 1 1
o 2 4 4 10 12 14 16 1 20
1300 u u T T T
— — -8 Medid
= 1200 B ]
= — § Estimada
£ 1100 :
1000 = - : :
10 105 1" 1.5 12 128 13
Yelocidad angular
140 T T T T T
_ 120t .
oy
oo s N A o Estimada )
ES= ) q
o Ajustada
B0 4
1 1 1 1 1 1 1
Aceleracidn angular
ED T T T T T T ... m ES“mada
o 3 o Ajustada
o
= 0
o
=
-&0
1 Il 1 1 1 1 1 1

) 1
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Figura A.9: Validacién del algoritmo de estimacién de velocidad y aceleracién angular por comparacién
directa de posiciéon angular.

Error de estimacidn de posician angular
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Figura A.10: Error entre la posicién angular medida y estimada.
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A.6. Conclusiones

Este algoritmo ofrece varias bondades, entre las que destacan su sencillez y su economia computacional
lo cual permite ser viable para aplicaciones en tiempo reaEI y la implementacién en sistema minimos o
embarcados. Esto ultimo se logré principalmente por la implementacién de la gestion por eventos que puede
interpretarse como mantener el algoritmo apagado y solo encenderlo cuando es necesario.

Otra caracteristica importante es que para curvas derivables n veces, éste algoritmo puede extenderse
directamente a la estimacién de las n derivadas. Este algoritmo no se limita a la estimacién de derivadas de
cantidades angulares; si para cualquier trayectoria existe un sensor que puede medir intervalos regulares de
desplazamiento, la aplicacién de este algoritmo es directa. Un ejemplo de ésto tltimo son los rieles de los
trenes veloces.

Una clara limitacién es que solo pueden considerarse la estimacion a partir de curvas mondticamente
crecientes; ésta principal limitacion radica en el hecho de que se considera un sensor incapaz de definir el
sentido del giro. Si tenemos disponible el sentido del giro (bien por un sensor capaz de hacerlo o por la
aplicacién de dos sensores como los aqui empleados), se debe modificar el algoritmo para agregar un registro
de corrimiento para el muestreo y retencién de la posicién al igual que el que se ha implementado para el
muestreo y retencién del tiempo.

1Ver capitulo @ definicion
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Apéndice B

Estimacion de derivadas por ajuste
polinomial y traslacion de datos

Un edificio no es algo que
tld terminas; es algo que
td comienzas.

Stewart Brand.

En este apéndice se presenta una solucién alternativa a dos problemas que no necesariamente pueden
aparecer juntos: primeramente la estimacion de derivadas de orden superior procesando datos contaminados
con ruido y la estimacién de parametros en modelos con regresores no acotados. Para el primer problema se
propone un ajuste polinomial de los datos como filtro y determinacién de las derivadas a partir del polinomio
ajustado, para el problema de los regresores no acotados se propone una traslacién de los datos respecto a la
variable independiente.

Primeramente se presentan dos ejemplos que ilustran el efecto de la estimacion de pardmetros cuando
el modelo no representa adecuadamente el conjunto y cuando los regresores no estan acotados.

B.1. Explosiéon en el error de prediccion y en los parametros

Cuando se pretende ajustar un modelo a un conjunto de datos y el modelo no es adecuado, éste
reflejard un error de prediccién y— g muy grande. El problema anterior puede evitarse si consideramos ajustar
el modelo solo a los ultimos datos disponibles, con lo que es suficiente considerar un factor de olvido; sin
embargo, si el modelo tiene un regresor no acotado el problema que puede presentarse es que los parametros
tiendan a infinito; veamos un ejemplo para cada caso.

Ejemplo 6 (Explosién del error de prediccién) Considere que los datos a procesar corresponden a la
curva senoidal:
y = sin(¢), (B.1)

y que el modelo que se pretende ajustar es lineal:

J=at+0. (B.2)
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En Fig. se presenta dicho ajuste en distintos intervalos de t. Se puede apreciar que se obtiene una
aproximacién “aceptable” en el intervalo ¢ = [0,7/2], sin embargo, la recta ajustada para ¢t = [0,7] la
pendiente de la recta a estd muy cerca de cero; a medida de que ¢ — oo la recta ajustada va coincidiendo con
el eje ¢, lo cual ya no dice mucho sobre el sistema cuyos datos se estdn procesando; mas atn [ ||y —g||?dt — oo

cuando t — oo. &
1 1 — — 1 — 1 ,
0_5/ 0.5 ‘ 05 - v 05 o5, 1 -
0 of” of of \ _ 0\
-05 -05 05 05 | 1-05 RIS
1 oiia 1o oia piz 0 bil2 oi 0 o - 200 Y0 s 10pi

Figura B.1: Tendencia a explosion del error de prediccién considerando las abscisas t =
[0,{w/4,7/2, 7, 27,107}] y las ordenadas: linea punteada y = sin(¢), linea sélida § = at + b.

La primera idea para resolver el problema del ejemplo [0] es agregar un factor de olvido ajustado a
considerar los datos comprendidos en un rango t; — tg < 7/2. Suponiendo un periodo de muestreo T < /2,
entonces los datos comprendidos en el intervalo t; — tg = 7/2 es

7r
27’

w =

y aplicando la ecuacién (2.55)) se obtiene el factor de olvido necesario:

A= exp(—%). (B.3)

La idea para la solucién del problema en el ejemplo |§| es tal que el error en el intervalo [ky, N]
esté acotado; se ha podido evitar la explosion del error de prediccion; sin embargo, la solucién al problema
por adicién de un factor de olvido trae un nuevo problema al que se le refiere como explosion en los pardmetros.

Ejemplo 7 (Explosién en los parametros) Tomando nuevamente el problema dado en el ejemplo @ y
considerando el factor de olvido A tal que el ajuste se priorice para los tultimos datos comprendidos en el
intervalo t; —t = /2. En Fig. se muestra el comportamiento de esta estimacion y donde, graficamente,
se aprecia la tendencia |b] — oo cuando t — oc. &

———r, = a|2t+h2

0 /AR

Figura B.2: Explosién de parametros.

El ejemplo |[7| muestra que el problema de explosion pasé de estar en el error de prediccion para estar
en los pardametros; sin embargo, para el caso particular mostrado en Fig. se puede ver que las rectas rq
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y 19 son paralelas, es decir a; = as, €l Unico pardmetro que cambié es by respecto a by, pero si la recta ro se
traslada al punto ¢ donde r; fue éptima, veremos que r; = ro; ésto sugiere la idea de estimar parametros por
traslacién de datos que se desarrolla en el resto de esta seccion en el caso particular cuando el ajuste es a un
polinomio de grados tres.

B.2. Ajuste de un polinomio de grado tres por traslacién de datos

El polinomio ajustado con los pardmetros © = [a b ¢ d]T
ye = at® + bt* + ct + d, (B.4)

tiene parametros validos para reproducir el modelo en t¢; sin embargo, la traslacién de y; sobre el eje t es
posible conservando los pardmetros © sin modificaciéon. Proponiendo el cambio de variable 7 =t — § donde
¢ es la magnitud del desplazamiento de la curva y; sobre el eje ¢, se obtiene:

y = at® +bt® +ct +d,
yr = a(7j +06)° +b(rj +6)* +c(r; +6) +d

_ 3 2 2 3 2 (B5)
= a7} + (30 + b)7; + (367 + 200 + )7 + 8° + b6 + ¢d + d,
= aTT;’ + bTTjQ +c,. 75+ ds,
para j =1,2,--- y donde
ar = a,
by = 3ad + b,
(B.6)

¢y = 3a6% + 2b6 + ¢,
d; = ad> + bd% + ¢d + d,

lo que proporciona el modelo ajustado si los datos procesados se hubiesen ubicado en t—J; ésto permite ajustar
parametros de manera recursiva por traslacién directa. A manera de ejemplo, considere las instrucciones
en Wolfram Mathematica que se muestran en Fig. para el polinomio y los pardametros ©y =
[14 —1 —5]T para obtener dos curvas y_; e y; que son la traslacién de y con § = —1y § = 1 respectivamente;
el resultado se muestra en Fig. [B.3(b)|

Considerando la estimacién de los parametros del polinomio para los datos en el intervalo [0, ],
se pueden aplicar las ecuaciones y obtener los mismos pardmetros que se hubiesen obtenido si los datos
hubieran estado en el intervalo t = [—4, 0]. Se puede pensar en aplicar el mismo procedimiento de traslacién
para todos los datos y de esta manera el algoritmo de estimacion de parametros estard ajustando el polinomio
siempre en el intervalo [0, d].

Del algoritmose observa que son necesarios los datos ék—1, Px_1, Yk, ¢k, A; para A no existe ninguna
dificultad pues es constante, yj son los datos que se estdan procesando y permanecen sin modificacion, O_1
es el resultado de la estimacion en £ — 1 y es modificado por las ecuaciones cuando 7; = §, ¢ son los
regresores [77 77 7; 1] y cuando 7; sale del intervalo [0,4] se traslada ;41 = 7; — § de manera similar a la
primera traslacién 71 = ¢ — ¢ con la finalidad de que la nueva variable 7;41 siempre esté en el intervalo [0, d],
finalmente, P,_ es la matriz de covarianza resultado de la estimacién en k — 1 pero es necesario modificarla
cuando 7 = § que es el mismo instante cuando los parametros O_1 son modificados para representar la

traslacién del polinomio.
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7= a=1;
b = 4;
c=-1;
d=-5;

y=atd+bt?2+ct +d;

&=1;
aa = a;
bb=3aé+b; |

cc=3as’+2bés+c;
dd =aé%+bs2+cs+d;
yl=aat3+bbt?+cct +dd;

§=-1;
aa = a;
bb=3aé+b;

cc=3aé6’+2bés+c;
dd =asé®+bs?>+cé+d;
yml =aat3+bbt2+cct +dd;

(a) Programa en Wolfram Mathematica (b) Gréfica de los polinomios de grado

para trasladar un polinomio de grados tres donde y; e y_1 estan trasladados

tres por modificacién de los pardmetros. en ¢ por 6 = 1y d = —1 respecto a y
respectivamente.

Figura B.3: Traslacién de un polinomio de grado tres por modificaciéon de los parametros.

Sabiendo por los desarrollos presentados en la subseccién 2.3.3] que

o 32t 1
B o1 3241
P = (9] Q:®)7", @ = S| = : ,

entonces, cuando se hace la traslacién 71 = ¢t — §, los regresores en ®; siempre estdn en el intervalo [, 0];
por lo que cuando t = § se aplica Py_1 = P, donde P, es una matriz constante definida como

i ;ii ;24 t- 1
P, = Sof'iJrl _ t_f+1 R , (B.7)
<P.0 té tg to 1
mas aun, se puede ver que en el caso mas general
=T =6 =t—j5 j=1.2,-- (B.8)

Que se interpreta como la traslacién 7; con periodo d; sin embargo, la matriz P, permanece invariante puesto
que la serie de transformaciones 7; = 7;_1 — 0 siempre termina en el intervalo [—4, 0] que es el intervalo donde
estd definida la matriz Pr, por esta razén no es necesario indexar a P, pues siempre se trata de la misma
matriz.

En resumen, el ajuste de un polinomio de grado tres por traslaciéon de datos aplicando minimos
cuadrados con factor de olvido consiste en:

1. Mantener los regresores acotados; se establecer un intervalo de operacién [0, ] para el regresor inde-
pendiente (¢ en los ejemplos que se han mostrado).
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2. En el momento que el regresor independiente salga del rango [0, 6], se aplica la traslacién (B.g)), la
transformacién para O y la reinicializacién P,_; = P, (B.7).

3. Mantenerse en operacién con los datos trasladados hasta que nuevamente el regresor independiente
salga del rango [0, 8], en ese caso repetir desde el punto dos.

Observe que la la solucién propuesta en esta seccién es tal que el polinomio es valido en el
instante ¢ = § donde los pardmetros O han ajustado a los datos en el intervalo [0, d], ésto se traduce en un
retardo de las curvas aproximadas una cantidad §. Otra manera de explicar éste comportamiento es analizar
que en realidad la curva que entrega el algoritmo corresponde al polinomio:

yr = at® + b7 + o7+ d, (B.9)

y por (B.8) vemos que la referencia temporal 7 estd desfasada —J unidades respecto a t. De ésto se concluye
que el desfase entre y:, ¥, %+ vV Yr, Ur, Y- tiende a cero cuando § — 0.

B.3. Programa en Matlab Simulink

En esta seccion se presenta la implementacion del algoritmo desarrollado en esta seccién en lenguaje
Matlab Simulink. Por comodidad de desarrollo, esta escrito con subsistemas anidados y funciones empotradas
de Matlab; sin embargo, estd escrito de manera que sea lo mas intuitivo posible y la aplicacion a otros sistemas
se realice con el menor de modificaciones posibles.

El algoritmo de estimacion de la primera y segunda derivada por ajuste de un polinomio de grado
tres por minimos cuadrados con factor de olvido y traslacién de los datos trasladados se muestra en Fig.

0

Eventos y traslacian

| i

wrapped =|| shi
() L Regresores

time &

T

¥

Traslacion Parametros

h

yd ¥

ALE_F con Traslacién function p = phi(u)

y_dy_ddy
Er— i - N % p = vector de regresores del
e v w |:| % pol i nom o de tercer grado
P ¥e - — .
= p =[ur3 ur2 u 1];
| v_dy_ddy yee -
Recuperacitn Derivadas end
(a) Diagrama de bloques. (b) Embedded MATLAB Function: phi.

Figura B.4: Programa principal en Matlab Simulink y el cédigo de la funcién empotrada.

El bloque | Traslacién] es un subsistema que se encarga de aplicar el envolvimiento de t y, aplicando la
funcién de histéresis |Relay|, generar los eventos ev cuando ¢ > §; en Fig. se muestra el cédigo contenido
en éste bloque.

El bloque |Sensor| genera la curva y = sint; sin embargo, con fines de comparacién entre las curvas
estimadas y las curvas reales, se generan también las curvas 3 = dy/dt = cost y ij = d?/dt> = —sint. Como
las derivadas se obtienen numéricamente, observe que la primera derivada para to = 0 es ¥ = 1; no hay forma
directa de establecer esta condicién inicial para las derivadas; por lo tanto, se reescribe el mismo programa y
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» (D)
wrapped function y = Wrap(u,delta)
% Envolvimiento de la curva u
% en el intervalo [0,delta]
y = mod(u,delta);
u_delay end

1

% Wrap ¥
delts

Constant Embedded
MATLAE Function

(a) Diagrama de bloques. (b) Embedded MATLAB Function: Wrap.

Figura B.5: Subsistema |Traslacién].

en vez de derivar se integra. Considerando que § = —sint = sin(t + 7), en las propiedades del bloque |Sin]
se asigna Phase = pi y para el primer integrador se le asigna condicién inicial igual a uno. En Fig. se
muestra el programa Simulink del bloque |Sensor].

Integrator Integratort

vy i H

5in

- | y_dy_ddy

¥
%'. it .[I)
rd

¥

Figura B.6: Diagrama de bloques de subsistema |Sensor].

En Fig. se muestra el bloque |RLS_F con Traslacién]| que contiene el algoritmo desarrollado en
esta seccién. El bloque [ Shift| aplica las ecuaciones para la modificacién de los pardmetros 'y Py_1 = P,
definida en (B.7), en el instante ¢ = §. El bloque |RLS_F] es el algoritmo [2| de minimos cuadrados con factor

de olvido.

Finalmente, en Fig. se muestra el contenido del bloque |Recuperacién] cuya tarea es muestrear
con ayuda del bloque |FncF_F| los pardmetros TO cuando ocurre un evento ev=_[ev(1)=1 && ev(2)=0 y
mantenerlo memorizado en cualquier otra senal ev ; posteriormente con ayuda del bloque | Constructor] se
construyen las curvas y0, yp, ypp que son las aproximaciones de y, dy, ddy . El bloque | Transport Delay]
se incluye para retrasar las sefiales originales definidas en ¢ y poder comparar con las curvas aproximadas
por comparacién directa definidas en 7, en las propiedades del bloque |Transport Delay]| se configura Time
delay = 0.

B.4. Validacién del algoritmo por prueba en un modelo sintético

Con fines de validacién del algoritmo y ejemplo de su funcionamiento, se muestra el ajuste del modelo
Yo = at3 +bt% + ct +d a los datos y = sin(t) con periodo de muestreo 7' = 0.1 cuando no se aplica traslacién
de datos en la figura de ésta grifica se puede observar que |bl, |¢| y |d| tienden a infinito cuando ¢ — oco.

Ahora aplicando el algoritmo de traslacién de datos, para el mismo ajuste considerado en el parrafo
anterior con § = 7y A = 1, se obtiene el resultado que se muestra en Fig. |B.10(a)|

Observe de la gréfica de posicién en Fig.[B.10(a)|que en los instantes t = jd, j = 2,3, - - se alcanzan a
ver discontinuidades que se deben a que el polinomio de tercer orden considerado no coincide en los extremos
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- PO
= s
- - !
- o 1

T
d s
Fo TOO
Shift
=1

(a) Diagrama de bloques de subsistema |RLS_F con

Traslacién].

function  [T,P] = Flip(ev,d_l,tdelta, TO,P0) function  [T,P] = RLS_F(p,y,|,TO,P0)
% Modificar parametros para traslacion de curvay r einicializacion % Algoritmo RLS_F
% de la matriz de covarianza. % (Esimacion recursiva por minimos
% ev = Vector de evento: % cuadrados con factor de olvido)
% ev(1) = Evento en el instante k K = PO*p'/(I+p*P0O*p");
% ev(2) = Evento en el instante k-1 P = (PO-K*p*P0O)/I;
% d_I(1) = delta = Traslacién de la curva sobre el ejet e = y-p*TO;
% d_I(2) = lambda = factor de olvido T = TO+K*e;
% tdelta = Vector de tiempo sobre el que se traslad ala curva end

if ev(l)==0&&ev(2)==1;

N = numel(tdelta);

PHI = [tdelta.*3 tdelta.*2 tdelta ones([N 1 )R

Q = zeros(N);

for k=1:N, Q(k,k) = d_I(2)"(N-k); end
P = inv(PHI*Q*PHI);
T=[T0(1);
3*TO(1)*d_I(1) + TO(2) ;
3*TO(1)*d_I(1)"2 + 2*TO(2)*d_I(1) + TO(3);
TO(L)*d_I(1)"3 + TO(2)*d_I(1)"2 + TO(3)*d_I(1) + TO(4)];

else

T=T0; P=PO0;

end
end

(b) Embedded MATLAB Function: Flip. (¢) Embedded MATLAB Function:

RLS_F.
Figura B.7: Subsistema |RLS_F con Traslacién] y cédigo de las funciones empotradas.
de los intervalos [t + jo,t + (j + 1)d], 7 = 2,3, -. La propiedad descrita anteriormente se hace mas evidente

cuando se considera un factor de olvido A < 1. Observe cémo mejora el ajuste y se reduce el retardo cuando
d — 0, en Fig. [B.10(b)|y Fig. [B.10(c)| se muestra el ajuste cuando § = 7/2 y § = 7/6 respectivamente.
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y_dy_ddy y_yd

ya

Transport

Delay P Fen  dy_yp

m P v
ev .—>.1 T0 F_F T {7 ddy_ypp b..':\

TO To s

FrcF_F Constructor

(a) Diagrama de bloques de subsistema |Recuperacién].

function  [y_y0,dy_yp,ddy_ypp] = Fcn(y_dy_ddy,p,T) function T =F_F(ev,T0,To)
% Funcién que construye los vectores:

% Funcion F_F (Flip-Flop)
%y _y0 =Curvaajustadaay 0 % Muestrear TO cuando ev : 1-->0.
% dy_yp = Aproximacion a primera derivada yp % en cualquier otro caso, mantener To
% ddy_ypp = Aproximacion a segunda derivada ypp

if ev(l)==0&&ev(2)==1;
y_y0 =[y_dy_ddy(1), T(1)*p(1) + T(2)*p(2) +T(R)*p(3) + T(4)]; T=T0;
dy_yp =[y_dy_ddy(2) , 3*T(1)*p(2) + 2*T(2)*p () +TE): else
ddy_ypp = [y_dy_ddy(3) , 6*T(1)*p(3) + 2*T(2)]; T=To;
end end
end
(b) Embedded MATLAB Function: Fen. (¢) Embedded MATLAB Function:
F_F.

Figura B.8: Subsistema |Recuperacién| y cédigo de las funciones empotradas.

Parametro a Parametro b Parametro c Parametro d
5 100 500
5 01 - - 50 ©
2 2 2 2
2 0 5 0 s 0 s 0
S S S S
< -01 < < 50 <
-0.2 -5 -100 -500
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
t t t t
Posiciéon ; Velocidad ' Aceleracion r
2
a
1
° e o
2 2 2
3 0 s =
IS IS IS
< -1 < <
-2
0 5 10 15 20

Figura B.9: Explosién de parametros por ajuste de un polinomio de tercer grado a una curva senoidal.
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Parametro a Parametro b Parametro ¢ Parametro d
1 2
g 01 - 05 - 1 5 01
2 2 2 2
s 0 s 0 s 0 s 0
IS £ IS £
< 01 < -05 < -1 < -01
-0.2 -1 -2 -0.2
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
t t t t
Posicion r Velocidad r Aceleracion r
a
1 1 a a
© © =]
2 2 2
5 0 50 =
E E £
<< << <
-1 -1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 15 20
t t t
(a) Ajuste de un polinomio de tercer grado con traslacién de datos (A =1, § = )
02 Parametro a Parametro b Parametro c Parametro d
. 1
0.1 0.5 1 1
° =] ° °
2 2 2 2
= 0 =S 0 2 0 =2 0
E E E E
-0.1 -0.5 -1 -1
-0.2 -1 -2 -2
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
t t t t
Posicion r Velocidad Aceleracion
r r
1 al 1 a 1 a
=] =] =]
2 =2 =2
a2 0 a2 0 a2 0
£ £ £
< < <
-1 -1 -1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t

t
(b) Ajuste de un polinomio de tercer grado con traslacién de datos (A =1, § = 7/2).

Parametro a

Parametro b Parametro ¢ Parametro d
0.2 1
0.1 0.5 1 1
° =] © °
2 2 2 2
a2 0 = 0 = 0 = 0
g E E g
-0.1 -0.5 -1 -1
-0.2 -1 -2 -2
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
t t t t
Posicion r Velocidad . Aceleracion
r
a
1 1 aj 1 a
o T o
=2 =2 =2
s 0 s 0 3 0
£ £ £
< < <
-1 -1 -1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t

t t

(¢) Ajuste de un polinomio de tercer grado con traslacién de datos (A =1, § = 7/6).

Figura B.10: Comportamiento del ajuste cuando § — 0.
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Apéndice C

Control adaptativo de velocidad para
el motor DC

En la practica, la teoria es otra.

Pazos.

En este apéndice se prueba el funcionamiento del control adaptativo por aplicacién a un motor DC.
Primero se presentan una serie de disenios considerando diferentes modelos de la planta y diferentes enfoques
para el ajuste de los parametros del controlador. Al final se presentan los resultados experimentales tras la
aplicacién a un motor de laboratorio descrito en y los pardmetros obtenidos en

C.1. Diseno considerando un modelo de primer orden

En esta seccidn se presenta el disenio de cuatro controladores adaptativos de velocidad basados en
un modelo de primer orden del motor DC: adaptacién de ganancia y adaptacién de parametros, ambos con
enfoque del gradiente negativo del error y teoria de estabilidad de Lyapunov. Estos disenos suponen que
el motor puede aproximarse por un modelo lineal de primer orden; en general, para motores pequenos, la
inductancia puede despreciarse reduciendo el orden del modelo; una estimaciéon preliminar de los parametros
del motor puede justificar tal afirmacién.

C.1.1. Adaptacion de ganancia

Considerando el modelo del motor DC con interfaces de entrada y salida w = —aw—+bv y los parametros
estimados en que reescribimos nuevamente como (C.1a) y el modelo de referencia (C.1b)):
1
w=—-aw+bv — w= bv = G(p)bv, C.la
b = G(p) (C1a)
W = —aWpm +bpve = wy = G(p)bmve, (C.1b)

117
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donde G(p) = 1/(p+a), a = B/J + K?/(RJ), b = K/(RJ) y los pardmetros nominales son a = 3.53 y
b = 3.06. Resolviendo el problema de diseno con el enfoque del gradiente negativo del error, se tiene:

b= —Tewn, (C.2)
donde e = w — Wy, I' = v/by, y v > 0 es la ganancia de adaptacion.

Para resolver con el enfoque de estabilidad de Lyapunov; se considera el error e = w — wy, =
G(p)[b — bmJv = G(p)pv = G(p)u, donde ¢ = b — by, y u = v, que puede representarse en el espacio de
estados como:

e =C(pl — A)~'Bu,
& = Az + Bu, (C.3)
e =Cuz,

donde A = —a, B=5b,C =1, x = wy u = v. El sistema es asintéticamente estable ya que para P,Q > 0,
se satisface ATP 4+ PA = —Q (si se elige P = 1/b > 0, entonces —aP — Pa = —2aP = —2a/b, donde
@ = 2a/b > 0). Aplicando la ecuacién (3.32), se obtiene:

b= —yuBT Pz = —yub(1/b)x = —yu Cx, = —yue. (C4)
c=1 Cz=e

Control Ganancia

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

Velocidad Error

Rad/s

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Adaptacién de ganancia con enfoque MIT y Lyapunov.

Control Parametros

Rad/s

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s] Tiempo [s]

(b) Adaptacién de pardmetros con enfoque MIT y Lyapunov.

Figura C.1: Control de velocidad adaptativo para el motor DC. Diseno basado en un modelo de primer orden.




C. Control adaptativo de velocidad para el motor DC 119

C.1.2. Adaptacién de parametros

En el diseno anterior, se considera que el pardmetro a se conoce con precisiéon y es constante por
lo que solo se disené adaptacién para b (la ganancia); en esta ocasién se supondrd que a,b son variables.

Considerando el modelo de la planta (C.5a), el modelo de referencia (C.5b)) y la senal de control ((C.5¢):

W= —aw + bv, (C.5a)
Wm = —AmWm + by e, (C.5b)

a— A, b 7w
V=W + 5 e = 01w + Orv. = © [UJ , (C.5¢)

para el error definido como e = w — w,, se puede resolverse el problema de adaptacién de los pardmetros ©
con el enfoque del gradiente negativo del error con lo que se obtiene:

. b w
0=- . C.6
et ] (C6)
Otra alternativa de diseno es resolver con el enfoque de estabilidad de Lyapunov con lo que se obtiene:
0 = —ve {:)] . (C.7)

C.2. Diseno considerando un modelo de segundo orden

En esta seccién se presenta el disenio de cinco controladores adaptativos de velocidad para un motor
DC basados en un modelo lineal de segundo orden. Los dos primeros disefios son para adaptacién de ganancia
con el enfoque del gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov; los siguientes dos disenos consisten
en la solucién para dos ecuaciones de primer orden (subsistema eléctrico y mecdnico) aplicando nuevamente
el enfoque del gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov; finalmente el tltimo disenio consiste
en la aplicacion del enfoque del gradiente negativo del error para una ecuaciéon de segundo orden.

C.2.1. Adaptacién de ganancia

Partiendo de la representacién del sistema por (C.8al), es posible disefiar un control adaptativo por
adaptacién de una ganancia siguiendo el modelo de referencia ((C.8b)):

w = Ga(p)u, (C.8a)

Wm = G2(p>9mvc = GQ(p)Ucv (C8b)

donde G2(p) = K/((Lp + R)(Jp + B) + K?) (ver §l1.1)), 6 es una ganancia variable y 6,, = 1 una ganancia
de referencia. Definiendo el error de seguimiento de modelo como e = w — w,, y aplicando el enfoque del
gradiente negativo del error para resolver el problema de adaptacion de la ganancia 6 se obtiene:

0 = —yeVge = —yewn,. (C.9)

Otra alternativa es considerar el enfoque de estabilidad de Lyapunov; si se toma como referencia el
modelo de segundo orden con estados w, w, entonces se puede elegir la matriz P como:

el ]
K
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para ciertas py; > 0, p12 < 0y Q > 0 se satisface que P > 0, ATP+PA = —Q y BT P = C. Podemos aplicar
la regla de adaptacién de parametros (C.10]).

0 = —yul BT Pz = —yu.Cx = —yuce. (C.10)
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(c) Adaptacién de pardmetros con enfoque MIT (estados w, w).

Figura C.2: Control de velocidad adaptativo para el motor DC. Diseno basado en un modelo de segundo

orden.
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C.2.2. Adaptacién de parametros (estados w, 1)

Para el diseno de este controlador, se considera el modelo (1.2]) que se puede reescribir como:

di )
T —a11? — a12wW + a130,

11
o s (C.11)
— = —a91W asol
at 21 227,

donde a17 = R/L, a2 =K/L, aj3=1/L,as = B/J, a2 = K/J. Por simplificacién se reescribe nueva-
mente como:

Ui = —aiY; + Ui 0 = Ay, U = 0130 — G1aWw,
(C.12)

Yo = —QuYw + bwuw; ay, = az1, bw = 422, Uy = i.

Subsistema eléctrico: Considerando la ecuacién (C.13a)) y al modelo de referencia (C.13bf) donde
se desea que {9;,y:} — {9, y"}. La senal de control u; debe ser (C.13¢).

Yi = —aiy; + us, (C.13a)
Uit = —ai"yi"t + g, (C.13b)
wi = gy + Bl ai=ai—a, Bi=0", ©;=[a B . (C.13¢)
Sustituyendo (C.13c) en (C.13a)) y despejando i se obtiene:
U i d
S — (C.14)

7p+ai—ozi (51" p:%'

Aplicando la regla de adaptaciéon de parametros por el enfoque del gradiente negativo del error se
obtiene:

K3
Alternativamente se puede resolver con el enfoque de estabilidad de Lyapunov con lo que se obtiene:

91' = —)\iei |:z’é:| . (C16)

i

Subsistema mecanico: Considerando la ecuacién (C.17al) y al modelo de referencia (C.17b)) donde
se desea que {9, yut — {97, y'} por lo que la senal de control u,, debe ser (C.17¢).

yw = —QuYw + bwuw7 (Cl7a)
Uy = —agyy +bllug, (C.17b)
Uy = Qo + Bty ap =25 B =% 0, = (o, ] (C.17¢)

Sustituyendo (C.17¢)) en (C.17a) y despejando w, se obtiene:

boBuug, N

= . 1
p + Gy — bwaw 60.1 (C 8)

Yw

Aplicando la regla de adaptacién de pardmetros por el enfoque del gradiente negativo del error, se
obtiene:

. bW o m
O, = —AveuwVy, = —)\wewp_'_ e BC} P ew =Y — Yo (C.19)
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Alternativamente se puede resolver con el enfoque de estabilidad de Lyapunov con lo que se obtiene:

Ou = —Moew [y“} . (C.20)
U

w

Se propone que los controladores establecidos para los subsistemas eléctrico y mecénico sean acoplados
en la estructura que se muestra en Fig. donde Al y A2 representan el control adaptativo del subsistema
eléctrico y mecanico respectivamente.

_m _m
) ? m il m IQ
Ve ’_> 1 2
Al A2
104 1Y

5 T)

Figura C.3: Control adaptativo para el motor DC

C.2.3. Adaptacién de parametros (estados w, w)

Para el diseno de éste controlador, se considera la ecuacién (C.21)), el modelo de referencia (C.22)) y
la sefial de control (C.23)):

W=—aw—bw+ cv; donde a=ao;+ ayi, b=aiia21 + aisa22, ¢ = ajzass, (021)
O = — AW — bW + e, (C.22)

- UWUm b - bm m
v =ow + pw + Yu.; a=2"9 , B= , 7:0—. (C.23)

C C C

Sustituyendo la senal de control v (C.23) en (C.21) y despejando w se obtiene:

YV,
w= )
p?2 + (a —ca)p+b—cB

Aplicando la regla de adaptacién de parametros con el enfoque del gradiente negativo del error, se obtiene:

@
: c
0=-Dde————"|w|; e=w—wpn.
P*+ amp +bm | "
c
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C.3. Implementacion en una planta real y resultados experimen-
tales

En esta seccidén se presentan los resultados experimentales obtenidos de la implementacién en el motor
DC descrito en El modelo que se considera es lineal y de primer orden con los pardmetros estimados en
42.6| para el caso de interfaces simplificadas. Los controladores que se prueban son cuatro, los primeros dos
son por adaptacién de ganancia y los siguientes dos son por adaptacién de parametros, ambos con enfoque
del gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov. Para verificar la capacidad de adaptacion, se
aplica y se retira el freno para el mecanismo de poleas en el motor.

En Fig. se muestra el resultado de la implementaciéon del control de velocidad adaptativo por
adaptacion de ganancia con enfoque del gradiente negativo del error Fig. y estabilidad de Lyapunov
Fig. La curva w,, es la salida del modelo de referencia y w es la respuesta del motor; v, es el control
nominal y v es el control aplicado al motor; 6 es la ganancia de adaptacion. El freno es aplicado en ¢t = 35
seg. y es retirado en t = 65 seg.

“elocidad angular “elocidad angular
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“oltaje de control “oltaje de control

8 T T T T T T T T T T T T
=4
2k A RN
U L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 a0 B0 20 30 40 50 B0

] k]

Fardmetros y perturbaciones Pardmetros y perturbaciones
T T T T

%
|

10 20 a0 40 S0 [=i1] ] 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo [s] Tiempao [s]

(a) Control adaptativo de velocidad por adaptacién de ganancia (b) Control adaptativo de velocidad por adaptacién de ganancia
con enfoque MIT. con enfoque de estabilidad de Lyapunov.

Figura C.4: Implementacién de control de velocidad adaptativo por adaptaciéon de ganancia con enfoque del
gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov.

En Fig. se muestra el resultado de la implementacién del control de velocidad adaptativo por
adaptacion de parametros con enfoque del gradiente negativo del error Fig. y estabilidad de Lyapunov
Fig. La curva w,, es la salida del modelo de referencia y w es la respuesta del motor; v, es el control
nominal y v es el control aplicado al motor; 6 es la ganancia de adaptacién (no se muestra el pardmetro de
friccién). El freno es aplicado en ¢ = 35 seg. y es retirado en t = 65 seg.
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Figura C.5: Implementacion de control de velocidad adaptativo por adaptacion de pardametros con enfoque
del gradiente negativo del error y estabilidad de Lyapunov.

C.4. Conclusiones

Desde la etapa de disenos, se puede apreciar que el enfoque de estabilidad de Lyapunov presenta un
mejor rendimiento frente al enfoque del gradiente negativo del error y puede interpretarse como la presencia
del filtro (funcién de transferencia) presente en el enfoque del gradiente negativo del error lo cual le agrega
dinamismo al controlador. El controlador adaptativo por estabilidad de Lyapunov no incluye tal filtro por lo
cual no incrementa el orden del sistema en lazo cerrado.

Para la implementacion, se hace evidente que el incremento en el niimero de parametros a adaptar
agrega orden al sistema en lazo cerrado; en Fig. se aprecian transientes tipicos de un sistema de primer
orden, a diferencia de los transientes en Fig. donde con claridad corresponden a un sistema de segundo
orden (sub-amortiguado).

Tanto el control por adaptaciéon de ganancia como por adaptacién de pardmetros lo gran el objetivo
de adatpacién; sin embargo, el control por adaptacién de ganancia es el més simple de implementar y el que
mejor resultados presenta respecto a estabilidad.




Apéndice D

Preliminares matematicos y
definiciones basicas

Las matematicas pueden ser
definidas como aquel tema del
cual no sabemos nunca lo que
decimos ni si lo que decimos es
verdadero.

Henry-Louis Mencken

Con la finalidad de que la lectura de este trabajo pueda seguirse con un menor grado de consulta a
referencias externas, en éste apéndice se presentan algunos conceptos y definiciones bésicas con la finalidad
de que el contenido de este trabajo sea autosuficiente en la medida de lo que sea posible.

D.1. Elementos matematicos

Definicién 7 (Espacio vectorial lineal). Un espacio vectorial lineal sobre el campo R es un conjunto y
no vacio, que tiene definidas en el dos aplicaciones:

1. Suma + :x X x — X,
2. Multiplicacién escalar - : R X x — X,

y que tienen las siguientes propiedades:

Sean x,y, z € X, entonces Sean a,b € Ry x,y € x, entonces
r+y=y+uz, a(bz) = (ab)z,

x4+ (y+z2)=(@x+y) + 2 JdeR:lz=uz,
Vecyx:z+0=2xVrcy, a(x +y) = ax + ay,
d—zex:z+(—z)=0,Vx € x. (a+b)x = ax + bz.

125
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Definicién 8 (Espacio lineal normado). Un espacio lineal X sobre $ es normado si, para cada vector

x € X existe una norma de valor real || - || : X — R. El par (X, || ||) se llama espacio normado y cuando no
haya lugar a confusién lo denotaremos por X. Si no estd claro bajo qué contexto || - || es una norma en X o
una norma en R", escribiremos || - ||x para la norma en X. &

Definicién 9 (Subconjunto abierto). Un subconjunto S C R” se dice que es abierto si, para cada vector
x € S, uno puede encontrar una vecindad-¢ de x:

N(z,e) ={z e R"|||z—z| <&}
tal que N(z,e) C S. &

Definicién 10 (Subconjunto cerrado). Un conjunto S es cerrado sif su complemento en & (R — 5) es
abierto. De manera equivalente, S es cerrado sii toda secuencia {zy} con elementos en S converge a un punto

en S. &

Definicién 11 (Conjunto acotado). Un conjunto S es acotado si existe r > 0 tal que ||z| < r Va € S.
Un conjunto S es compacto si es cerrado y estd acotado.

Definicién 12 (Punto frontera). Un punto p es un punto frontera del conjunto S si cualquier vecindad
de p contiene al menos un punto de S y uno punto que no pertenece a S. El conjunto de todos los puntos
frontera de S, denotado por 995, es llamado la frontera de S. Un conjunto cerrado tiene todos sus puntos
frontera, un conjunto abierto no contiene puntos frontera. '

Definicién 13 (Interior de un conjunto). El interior de un conjunto S es S — dS; un conjunto abierto
es igual a su interior. La cerradura de un conjunto S, denotado por S es la unién de S y su frontera; un
conjunto cerrado es igual a su cerradura. &

Definicién 14 (Conjunto conexo). Un conjunto abierto es conezo si cada par de puntos en S puede ser
unido por una curva poligonal y ésta estd contenida en S Un conjunto S es llamada una region si éste es la
unién de un conjunto abierto conexo, con él mismo, ninguno o todos los puntos frontera. &

Si ninguno de los puntos frontera estan incluidos, la region es llamada region abierta o dominio.

Definicién 15 (Espacio de Banach). Un espacio lineal normado x es completo si toda secuencia de Cauchy
converge a un vector en x. Un espacio lineal normado completo es un espacio de Banach &

Definicién 16 (Espacios euclidianos). El conjunto de todos los vectores n-dimensionales x = [z, -+ - ,2,]T

donde z; € R definen un espacio n-dimensional denotado por R™. En los espacio euclidianos, ademés de la
suma y la multiplicacién por un escalar, estd definido el producto interno entre z,y € R"™ como

n
ey = Z TiYi-
i=1
L)

La norma ||z|| de un vector z € R™ en un espacio euclidiano es una funcién escalar con las propiedades:

w ||z]| >0 Ve e R, con |z =0< =0,
=z +yll <l +lyl Vo,y e R,
= [zl =AMzl VA 2} € {R, R}
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Se van a considerar las normas ¢, definidas como:

1
n P
], = (Z ml”) v 1<p<oo, y el = méxa.
i=1

Todas las normas ¢, son equivalente en el sentido de que si [|||, ¥ ||-]| 5 son dos normas £, diferentes, entonces
existen constantes positivas c¢; y co tales que

alzl, <llzllg < c2llzll,, VoeR™
Para las normas ¢1, £, £, las desigualdades anteriores toman la forma:
lzlly < llzlly < Vrllzlly, 2l <zl < Valelle, el < el <zl
Un importante resultado respecto a las normas ¢, es la desigualdad de Holder:

1 1
T
oy < |lz|lpllylly, —+-=1
27yl < [zl llyllg Pl
Un caso particular de la desigualdad de Holder es la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[yl < [lall2llyll2-

Una matriz A € R™*" define un mapeo lineal A : R — R™ en la forma y = Az. La norma ¢,
inducida de A es definida por:
| Az]],
|All, = sup

= X
z20 |z, lell,=1

[Az]],, ,

que para los casos particulares ¢, ¢o y £, estd dado por:
m n
14l = miox Y lagl 1Al = s (ATA], (4]l = mix Y fag
i=1 j=1

donde A4, (AT A) es el maximo eigenvalor de AT A. Considerando las matrices {4, B} € {R™*" R"*9} se
pueden describir algunas propiedades tutiles de las normas matriciales inducidas anteriores:

Al < 1Al < vmllAll., o= 14l < 14ll; < vallAll,

1Al < v/I1All 1Al IAB], < Al I1Bll,-

Definicién 17 (Convergencia de secuencias). Una secuencia de vectores {xzg, x1, -+, g, -} € R"
denotado por {zx}, se dice que es convergente a un vector limite x si:

lzg — ]| = 0, k— oo,
que es equivalente a decir que, dado cualquier € > 0 existe un entero N tal que:

lzw — x| <e, VE>N.

Definicién 18 (Secuencia de Cauchy). Una secuencia {z;} € x se dice secuencia de Cauchy si
[|Zm — xk|| = 0, k,m — oo. (D.1)

Notar que toda secuencia convergente es Cauchy, pero no toda secuencia de Cauchy es convergente. &
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Definicién 19 (Punto de acumulacién). Un vector z es un punto de acumulacién de una secuencia {xy}
si existe un subconjunto infinito K de nimeros enteros no negativos tales que {xy }rex convergen a z. Una
secuencia acotada {zy} € R™ tiene al menos un punto de acumulacién. &

Una secuencia de nimeros reales {ry} se dice que es creciente (mondticamente creciente o no decre-
ciente) si rp < rgy1 Vk. Sirp < rpyq se dice que es estrictamente creciente. De manera similar se define la
secuencia decreciente y estrictamente decreciente.

Definicién 20 (Segmento de linea). Sean z,y € S. Se llama segmento de linea abierto que une z e y al
conjunto
L(z,y) ={ze€ X|z=X x4+ (1 - ANy} donde 0 <A<1,

y segmento de linea cerrado que une x e y al conjunto

Liz,y)={z € X|z=X X+ (1 - ANy} donde 0 <A<I.
&

Un conjunto S se dice que es convero sii para todo z,y € S el segmento [x,y] estd contenido en S.

D.2. Analisis

D.2.1. Funcién continua

Una funcién f es una aplicaciéon que mapea desde un conjunto S; a otro conjunto S y es denotado
por f:S; — S3. Una funcién f : " — R™ se dice que es continua en un punto = si f(xy) — f(z) cuando
) — x. De manera equivalente, f es continua en x, si dado un ¢ > 0, existe d > 0 tal que

le—yll <6 =[lf(z) - fWl <e. (D.2)

Una funcién f es continua en un conjunto S si f(z) Vx € S es continua. Una funcién f es uniformemente
continua en S si, dado € > 0 existe § > 0 que depende tinicamente de ¢ tal que (D.2]) se mantenga para todo
z,y €S.

Note que la continuidad uniforme es definida en un conjunto, mientras que la continuidad es definida
en un punto. Para la continuidad uniforme, la misma constante § es valida para todos los puntos del conjunto.

Claramente, si f es uniformemente continua en un conjunto S, entonces, es continua en S; la afirma-
cién contraria generalmente no es cierta. Sin embargo, si S es un conjunto compacto, entonces la continuidad
y continuidad uniforme en S es equivalente. La funcion:

(arfi +azf2)(-) = a1 f1(+) + aafa(+),

es continua para dos escalares cualquiera {a1,as} y dos funciones continuas cualquiera {fi, fa}.

Si Sy, S3 y S3 son tres conjuntos cualquiera 'y f1:S1 — So y fo: So — S3 son funciones, entonces la
funcién fs o f1.5s7 — S3, definida por:

(f2 o fl)(') = f2(f1(‘))a
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es llamada la composicion de f1 y fo. La composicién de dos funciones continuas es continua.

SiScR"y f: S — R™, entonces el conjunto de f(x) Vx € S es llamado la imagen de S bajo f y
es denotado por f(S5).

Si f es una funcién continua definida en una conjunto compacto S, entonces f(S) es compacto; por
lo tanto, funciones continuas en conjunto compactos son acotados. Mas atin, si f es una funcién escalar real,
es decir f : S — R, entonces existen puntos {p,q} en el conjunto compacto S tales que f(z) < f(p) v
f(z) > f(q) para todo = € S.

Si f es una funcién continua definida en un conjunto conexo S, entonces f(.5) es conexo. Una funcién
f definida en un conjunto S se dice que es uno a uno en S si para x,y € S x # y, entonces f(x) # f(y).

Si f:S — R™ es una funcién continua y uno a uno en un conjunto compacto .S C R", entonces f tiene
funcién continua inversa f~! en f(S). La composicién de f y f~! es la identidad, es decir f~1(f(z)) = z.

Una funcién f : ® — R" se dice que es continua a trozos en un intervalo J C R si para todo
subintervalo acotado Jy C J, f es continua para todo x € Jy, excepto, posiblemente un nimero finito de
punto donde f puede ser discontinua. Mas ain, para cada punto de discontinuidad zg, el lado derecho del
limite l{my_,q f(xo + h) y el lado izquierdo del limite limy,_q f(zo — h) existen.

D.2.2. Funciones diferenciables

Una funcién f: & — R se dice que es diferenciable en x si el limite

fe) =t LD =)

h—0 h
existe.
Una funcién f : R™ — R se dice ser continuamente diferenciable en un punto x si la derivada parcial

df;/0x; existe y es continua en zg para i = 1,m y j = 1,n. Una funcién f es continuamente diferenciable en
un conjunto S si f(x) es continuamente diferenciable Vo € S.

Definicién 21 (Gradiente). Sea f : ®" — R continuamente diferenciable, el gradiente del campo escalar
f es el vector Vf(x) y se escribe como:

[0 _rorw) o or@ 1"
o[ = e el

Algunas propiedades del gradiente son:

= Vf(x) muestra la direccién de méxima pendiente del campo escalar f en el punto z,
» ||[Vf(2)|| es la pendiente de la funcién f(z) en el punto z,

= Vf(z) se puede interpretar como la primera derivada de f: R" — R.
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Definicién 22 (Matriz Hessiana). Sea la funcién f : R" — R de clase C?, se define la matriz Hessiana de
f(x) como:

ﬁ;mﬂx) ﬁ;mﬂw) azgﬁf@c)
Hf(x) — [%f(x)} _ 890269;'1 f(-r) aIzaw?f(l') T amam'”f(x) c jnxn.
#zamf(x) #me(x) %f@?)

Algunas propiedades de la matriz Hessiana son

= es simétrica,

= puede interpretarse como la segunda derivada de f : R — R.

Definicién 23 (Matriz Jacobiana). Sea una funcién f : R" — R™ continuamente diferenciable, la matriz
mXxmn

0fi(z)  9fi(z) 0f1(x)
Vi) ol ol o
vaQ (l‘) Zl2i%) 2{T Ce 2T
J@:=| =] e (D:3)
Ty 0fun(@) Ofule) ... Ofu)
\Y fm(x) Tlx T; .. Tnx
es la matriz jacobiana de f. &

Suponga que S C R"™ es abierto, f : S — R™, f es continuamente diferenciable en zg € S, g : f(S) —
RF y g es continuamente diferenciable en f(zg); entonces la funcién h : S — R*, definida por h(z) = g(f(z)),
es continuamente diferenciable en xg y su matriz jacobiana estd dada por la regla de la cadena:

o _og| o
Ox|,_, ~ Of F=f(z0) OF

Tr=xo

Teorema 6 (Valor medio): Asumiendo que f : ®" — R es continuamente diferenciable en cada punto x
de un conjunto abierto S C R"™. Sea x,y € S x # y tales que el segmento de linea abierto L(x,y) C S.
Entonces existe al menos un punto z de L(x,y) tal que:

o)~ 1@ =2 )

Tr=z

¢

Teorema 7 (Funcién implicita): Asumiendo que f : R" x R — R" es continuamente diferenciable en
cada punto (z,y) de un conjunto abierto S C R"™ x R™. Sea (xo,y0) € S para el que f(xo,yo) = 0 y para el
que la matriz jacobiana [0f /0z](xo, yo) es no singular. Entonces existe una vecindad U C R™ dexq y V C R™
de yo tal que para cada y € V la ecuacién f(x,y) = 0 tiene solucién tinica € U. Mas aiin, esta solucién
puede darse como x = ¢(y), donde g es continuamente diferenciable en y = y. ¢

Lema 2 (Desigualdad de Gronwall-Bellman): Sea X : [a,b] — R continua y p : [a,b] — R continua
v no negativa. Si una funcién continua y : [a,b] — R satisface

t

y(t) < A(t) + / u(s)y(s) ds,

a
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para a <t < b, entonces en el mismo intervalo

t

v <30+ [ Moo | [ nirrar] ds

a

En particular, si A = A es una constante, entonces

t
o) < rexp | [ ryar].
a
Si, adicionalmente, 1(t) = p > 0 es una constante, entonces:

y(t) < Xexp [u(t — a)].

D.2.3. Mapeo contractivo

Considere una ecuacién de la forma x = T'(z). Una solucién z* de esta ecuacién se conoce como
punto fijo del mapeo T'. Una idea cldsica para encontrar un punto fijo es por el método de aproximaciones
sucesivas. El teorema de mapeo contractivo da suficiente condiciones bajo las cuales existe un punto fijo z* de
x =T(x) y la secuencia {x}} convergente a z*. El teorema es vdlido, no solo cuando T mapea entre espacio
euclidianos, sino también cuando T mapea entre espacio de Banach.

Teorema 8 (Mapeo de contraccién): Sea S un subconjunto cerrado de un espacio de Banach X y sea
T:S — S. Suponga que

IT(z) =TI <plle—yll, Ve,yes, 0<p<1,

entonces:

= existe un tnico vector z* € S que satisface x* = T(z*), y

= z* puede ser obtenido por el método de aproximaciones sucesivas, iniciando desde cualquier vector
inicial arbitrario en S. ¢

D.2.4. Existencia y unicidad

Para los fines de control, es necesario un modelo matematico que reproduzca con suficiente aproxi-
macion el sistema o fenémeno fisico que se esta estudiando. Por lo general, se emplea un modelo que consiste
en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la forma

&= f(t,x), (D.4)

donde = € R™ son las variables de estado y f : [0, 00] x R™ — R™. En esta seccién se presentan las propiedades
fundamentales de (D.4)) como son la existencia, la unicidad, la dependencia continua respecto a las condiciones
iniciales y a los parametros.
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Teorema 9 (Existencia local y unicidad): Sea f(t, ) continua a trozos en t y que satisface la condicién
de Lipschitz

1f(tz) = fEyll < Ll —yll, Yo,y e B={xeR"|z—zol <r}, Vielto,t],
entonces, existe § > 0 tal que & = f(t,x) con z(ty) = xo tiene una solucién tnica en [tg,to + 4]. ¢

Lema 3 (La cota de la derivada es la constante de Lipschitz): Sea f : [a,b] x D — R" una fun-
cién continua para algin dominio D C R™. Supongamos que 0f /Ox existe y es continua en [a,b] x D. Si,
para algiin subconjunto convexo W C D, existe una contante L > 0 tal que

of

en [a,b] x W, entonces

Hf(tﬂx)_f(tay)‘l SL”m_y” V{Lx,y} € {[a7b]7W7W}' ‘

Lema 4 (C' implica Lipschitz): Si f(t,z) y [0f/0z](t,z) son continuas en [a,b] x D, para algiin do-
minio D C R", entonces f es localmente Lipschitz en x en [a,b] X D. [

Lema 5 (Condiciones para Lipschitz global): Si f(¢,z) y [0f/0z](t,x) son continuas en [a,b] x R",
entonces f es globalmente Lipschitz en x en [a, b]xR™ sif O f /Ox estd uniformemente acotada en [a, b x R™ .M

Teorema 10 (Existencia global y unicidad): Supongamos que f(¢,x) es continua a trozos en t y satis-
face:
Hf(t,ﬂ?) - f(tay)H S L ||Jj - y” ) Va:,y S éRna A% € [to,tl},

entonces la ecuacion de estado & = f(t,x) con x(ty) = xo tiene una solucién tnica en [tg,t1]. ¢

Teorema 11 (Existencia global y unicidad de vuelta): Sea f(t,z) una funcién continua a trozos en t
v localmente Lipschitz en x para todot > ty y todo x € D C R". Sea W un subconjunto compacto de D,
xg € W, y supongamos que se sabe que toda solucién de & = f(t,x) con x(ty) = x¢ se encuentra totalmente
en W. Entonces existe una tnica solucién que es definida para todo t > tg. ¢

D.2.5. Dependencia continua respecto a condiciones iniciales y parametros

Para que la solucién de la ecuacién de estado @ = f(t, x) sea de interés, debe depender continuamente
del instante inicial ¢y, el estado inicial ¢ y la propia funcién f(¢,z) (a los pardmetros).

Por dependencia continua de la condicién inicial se entiende que la solucién x(t) de & = f(t,x) que
comienza en z(tg) = x definida en el intervalo compacto [t, t1]; dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo
z0 € B(x0,0) = {z € R"|||z — zo| < 0}, la ecuacién & = f(¢,x) tiene una solucién tnica z(t) definida en
[to, t1], con z(tg) = 2o y satisface ||z(t) — x(¢)|| < € Vt € [to, t1].

Para definir dependencia continua de f respecto a los parametros, vamos a precisar en qué forma
f es perturbada. Suponiendo que f depende continuamente de un conjunto de pardmetros constantes, es
decir f = f(t,x,\), donde A € RP. Sea z(t,\g) una solucién de & = f(t,x,\g) definida en [tg,?1], con
x(to, Ao) = xp. Se dice que la solucién depende continuamente de A si dado € > 0 tal que para todo A en la
bola {\ € RP|[|A — No|| < d}, la ecuacién & = f(¢,x,\) tiene una solucién tdnica z(t, A) definida en [to, t1],
con z(tg, \) = xg y satisface ||z(¢, A) — x(¢, Mo)|| < € V¢ € [to, t1].
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Teorema 12: Sea f(t,x) seccionalmente continua en t y Lipschitz en x en [tg,t1] x W, con constante de
Lipschitz L, donde W C R™ es un conjunto abierto y conexo. Sean y(t) y z(t) soluciones de

Y= f(tvy)7 y(tO) = Yo,
2= f(t,2)+g(t,z), z(to) = =0,

respectivamente, tal que y(t), z(t) € W Vt € [to,t1]. Suponiendo que ||g(t,z)| < pu V(¢,z) € [to,t1] x W para
algin p >0y |lyo — 20| < 7. Entonces

ly(t) — 2(t)]| < ettt 4+ % [e”t—to) - 1} Vt € [to, t].

¢

Teorema 13 (Continuidad en condiciones iniciales y parametros): Sea f(¢,x,\) continua en sus ar-
gumentos y localmente Lipschitz en x (uniformemente en t y \) en [tg,t1] X D X {||]A — Xo|| < ¢}, donde
D C R" es un conjunto abierto y conexo. Sea y(t, A\g) una solucién de & = f(t,z, A\g) con y(to, Ao) = yo € D.
Supongamos que y(t, \g) estd definida y permanece en D para todo t € [to,t1]. Entonces, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que si

llyo — 2oll <6y [[A = Aol <6

la ecuacién & = f(t,x,\) tiene una solucién unica z(t, A) definida en [to,t1], con z(tg, \) = zo, y satisface

128, 2) = y(t, do) || <€ Vi € [to, ta]. ¢

D.3. Estabilidad de Lyapunov y convergencia

Definicién 24 (Sistema). Un sistema dindmico no lineal puede usualmente ser representado por un con-
junto de ecuaciones no lineales como

z = f(t, x), (D.5)

donde x € R™ es el vector de estado y f: Ry x R® — R" es localmente Lipschitz en x y continua a trozos en
t. La variable ¢t puede ser o no explicita en f dando origen a las definiciones de sistema auténomo si t no es
explicito y sistema no autdnomo sit es explicito. El nimero de estados n se le llama orden del sistema. &

Definicién 25 (Punto de equilibrio). Para un sistema, representado por (D.5)), un punto de equilibrio
T, donde
f(taxe) =0 WVt Zth

se llama punto de equilibrio del sistema. '

Observe que si el sistema es lineal e invariante en el tiempo f(z) = Az, entonces existird solo un
estado de equilibrio si la matriz del sistema A es no singular, y un nimero infinito de estados de equilibrio
si la matriz del sistema es singular. En el caso de los sistemas no lineales, pueden existir uno o mas estados
de equilibrio.

Cualquier punto de equilibrio puede ser desplazado al origen del espacio de estados mediante una
traslacion de coordenadas; suponga que & = f(¢,z) tiene un punto de equilibro en §, entonces podemos
proponer el cambio de variables z = z — § y el sistema resultante 2 = f(¢,z + J) tiene un punto de equilibrio
en el origen z = 0; por esta razdén no se hace pérdida de generalidad estudiar la estabilidad del sistema en el
origen.
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D.3.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Consideremos a x(¢; zg, tg) como la solucién del sistema cuya condicién inicial es (tg > 0, z9)
con x(to; o, to) = xo. Sean Be(ze;0) = {xg € N : ||zg — x| < 0} una bola abierta de condiciones iniciales y
By(we;€) = {a(t) € R : ||z(t; 20, t0) — x(t; 2e, to)|| < € V¢ > to} una bola abierta de soluciones de (D.F)). La
solucién z(t; xg, to) de es:

Acotada, si existe una constante a(zg,to) > 0 tal que ||z(¢; zo,t0)|| < a(zo,t0), YVt > to.

= Estable, si para cada e > 0 existe d(¢,tg) > 0 tal que sizg € Be(xe;0) = x(t;xo,to) € Bs(xes€), Vi > to.

Uniformemente estable, si es estable y § no depende de tg.
= Asintéticamente estable (AE), si es estable y z(t; xo, to) — x. cuando t — 00, ¥(xq,t9) € Be(ze; ).

Globalmente asintGticamente estable (GAE), si es AE V(zo,t0) € R™ x R,

Inestable, si no es estable.

D.3.2. Funciones de comparacion

Definicién 26 (Funcién de clase K). Una funcién continua « : [0,a) — [0,00) pertenece a la clase K si
es estrictamente creciente y «(0) = 0. Se dice que pertenece a la clase K si a = 0oy a(r) — oo cuando
r — 00. &

Definicién 27 (Funcién de Clase KL). . Una funcién continua S : [0,a) x [0,00) — [0,00) pertenece a
la clase ICL si, para cada s fijo, el mapeo 3(r,s) es clase K con respecto a r, y, para cada r fijo, el mapeo
B(r,s) es decreciente con respecto a s y B(r,s) — 0 cuando s — oo. &

Lema 6 (Propiedades de funciones clase K y KCL): Sean a;(-) y as(-) funciones de clase K en [0, a.
Sean () y ay(+) funciones de clase Ko y sea beta(-,-) una funcién de clase KL. Sea o '(-) la inversa
de «;(+), entonces:

oyt estd definida en [0, (a)) y es de clase K.
ag ' estd definida en [0,00) y es de clase K.
oy o g es de clase K.

a3 0 g es de clase K.

o(r,s) = a1(B(az(r),s)) es de clase KL. [ )

SANN N B

Usando las funciones de comparacién, es posible reescribir las definiciones de estabilidad en sentido
de Lyapunov como se muestra a continuacion.

D.3.3. Definiciones basicas empleando funciones de comparacién

Definicién 28. El punto de equilibrio z = 0 de (D.5) es:
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= Uniformemente estable, si existe v(-) € K y una constante ¢ > 0, independiente de tg, tal que

lz(@)]| < v(llz(to)ll), VE=to >0, Va(to) : [lz(to)ll < c. (D.6)

= Uniformemente asintéticamente estable, si existe 8(-,-) € KL y una constante ¢ > 0, independiente de
to, tal que
[z < B(lz(to)ll £ —to), Vt=to =0, Va(to) : [lz(to)l <c. (D.7)
= Exponencialmente estable, si se satisface (D.7) con 3(r,s) = kre=**, k > 0, a > 0.
= Globalmente uniformemente estable, si se satisface con 7y € K para cualquier estado incial z(to).

= Globalmente uniformemente asintéticamente estable, si se satisface (D.7)) con 5 € KL, para cualquier
estado incial z(tg).

= Globalmente exponencialmente estable, si se satisface (D.7) para cualquier estado inicial z(tg) con
Blr,s) =kre % k>0, a>0. &

El teorema principal de estabilidad de Lyapunov puede reescribirse como sigue.

Teorema 14: Sea x = 0 un punto de equilibrio de (D.5) y D = {z € R"|||z|| < r}. SeaV : D xR — R, es
una funcién continuamente diferenciable tal que Yt > 0, Vx € D,

nlllel) < V) < 2l (D.52)
O+ I (@ t) < —s(ll, (D.sb)

entonces el punto de equilibrio z = 0 es:

» Uniformemente estable, si y1,7v2 € K en [0,7) y v3(-) > 0 en [0, 7).

= Uniformemente asintéticamente estable, si y1,7v2,7v3 € K en [0, 7).

= Exponencialmente estable, si v;(p) = k;p® en [0,7), k; >0, a > 0,i=1,3.

= Globalmente uniformemente estable, si D = R™, v1,72 € Koo ¥ v3(:) > 0 en R

= Globalmente uniformemente asintéticamente estable, si D = R™, v1,v2 € Koo y 73 € K en Ry

» Globalmente exponencialmente estable, si D = R" y v;(p) = kip® en Ry, k; >0, a > 0,i=1,3. ¢

D.4. Anadlisis de estabilidad de sistemas lineales

D.4.1. Criterio de Hurwuitz

Considere el sistema lineal e invariante en el tiempo descrito por la ecuacién
T = Ax, (D.9)

donde x € R™ es el vector de estados y A € R™*™ es una matriz no singular; entonces el tnico estado de
equilibrio es el origen = 0. Una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad asintética del origen
del espacio de estados es que la matriz A sea Hurwuitz, es decir, que todos los valores propios de A tengan
partes reales negativas, es decir:

M- Al =X"+a X"+ ta, A +a,=0; RN\)<0 i=T1,n. (D.10)
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Teorema 15 (Routh-Hurwitz para sistemas de orden 3): EIl polinomio
P(\) = ag)\® + a1 A% + ap\ + as,

de coeficientes reales, es asintéticamente estable sii, los nimeros a; i = 0,3 son positivos y se verifica la
desigualdad:
aiaz > apas.

Teorema 16 (Routh-Hurwitz para sistemas de orden n): Sea
P(A) = ag\" + AN 4 a1 A+ an,

un polinomio arbitrario de grado n con coeficientes reales. Consideremos la matriz ) de orden n que definimos
como:

ay as as ce 0
ag as aq e 0
Q — 0 ay as s 0
0 e Up—2 Qap—2 0n

Resulta entonces que el polinomio (|16 es asintdticamente estable sii todos los menores principales de ) son
positivos [44]. ¢

D.4.2. Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Considerando del sistema lineal e invariante en el tiempo y eligiendo como funcién candidata
de Lyapunov a
V(z) =z’ Pz,

donde P es una matriz hermitica definida positiva. La derivada en el tiempo de V() a lo largo de cualquier
trayectoria es

V(z)=a" Px+ 2" Pi = (Ax)"Px + " PAx = " A" Px + 2" PAx = 7 (ATP + PA) x.

Dado que V(x) se eligié para ser definida positiva, se requiere, para la estabilidad asintética, que V(w) sea
definida negativa. Por tanto, se requiere que:

V(w) = —27Qux,
donde @ sea definida positiva:
—Q=ATP+ PA,

por lo tanto, para la estabilidad asintética del sistema de la ecuacién (D.5)), es suficiente que Q sea definida
positiva.

Para probar que una matriz de n X n es definida positiva, se aplica el criterio de Sylvester, que dice
que una condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea definida positiva es que los determinantes
de todos los menores principales de la matriz sean positivos.

Teorema 17: Una condicién necesaria y suficiente para que el sistema lineal e invariante en el tiempo & = Ax
sea estrictamente estable, es que para cualquier matriz simétrica definida positiva @), la tinica matriz solucién
P de la ecuacién de Lyapunov ATP + PA = —(Q sea simétrica definida positiva. ¢
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D.5. Anadlisis de estabilidad de sistemas no lineales

D.5.1. Primer método de Lyapunov

El primer método de Lyapunov esta restringido al anélisis de la estabilidad local de un sistema no
lineal. Ya que todos los sistemas fisicos son esencialmente no lineales, el método de linealizaciéon de Lyapunov
es un fundamento aceptable para la justificacion del uso de técnicas de control lineal ya que se garantiza la
estabilidad local del sistema fisico no lineal original alrededor del punto de equilibrio.

Considerando el sistema auténomo
= f(z), f(0)=0, zeR", (D.11)

donde f(z) es continuamente diferenciable, el sistema dindmico (D.11]) puede representarse por expansién en
serie de Taylor como:

= g—f x+ fs(x) = Az + fs(x), (D.12)
T lz=0

donde fs(x) son los términos de orden superior de la serie de Taylor. El primer término de la serie de Taylor
no aparece pues es el punto de equilibrio. De esta manera podemos representar al sistema por la matriz
jacobiana A de f con respecto al vector de estados x en el punto x = 0. Finalmente se puede escribir una
aproximacion al sistema no lineal como

i = Az, (D.13)

que es conocida como linealizacion, aprorimacion lineal o ecuacion en primera aproximacion del sistema no
lineal (D.11)) en el punto de equilibrio z = 0.

Teorema 18 (A. M. Lyapunov.): Suponga que la solucién trivial de la ecuacion lineal (D.13)) es asintdti-
camente estable; entonces la solucién trivial de la ecuacién no lineal (D.11) también es asintéticamente
estable. Si la solucién trivial de la ecuacién lineal (D.13)) es inestable; entonces la solucién trivial de la ecua-

cion no lineal (D.11)) también es inestable. Si la solucién trivial de la ecuacién lineal (D.13)) es estable; no se
D-11).

puede concluir sobre la estabilidad de la solucién trivial de la ecuacion no lineal | ¢

DEMOSTRACION La demostracién de se puede consultar en [45]. |

De manera similar, el sistema no auténomo
:t:f(x,u), f(070)207 xE%na ue%p7
puede ser escrito como:

7% I+g

T o o u+t fo(z,u) = Az + Bu + fy(x,u). (D.14)

=0, u=0 =0, u=0

obteniendo la expresién linealizada & = Ax 4+ Bu, donde A es el Jacobiano de f respecto a x y B es el
Jacobiano de f respecto a u, ambos evaluados en el origen x = 0, u = 0. Si se elige una funcién de control
por retroalimentacion de estados como u = Kz, entonces la ecuacion se reduce a & = (A+ BK)x que
puede expresarse como ; con ésto 1ltimo, el sistema se analiza aplicando los teoremas 17|y
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D.5.2. Segundo método de Lyapunov

De la teoria de la mecanica clédsica, se sabe que un sistema vibratorio es asintéticamente estable si
su energia total se reduce continuamente en el tiempo hasta alcanzar un estado de equilibrio. El segundo
método de Lyapunov se basa en una generalizacion de lo anterior: si el sistema tiene un estado de equilibrio
asintéticamente estable, entonces la energia almacenada en él, desplazada dentro del dominio de atraccidén,
decrece al aumentar el tiempo, hasta que por tultimo adopta su valor minimo en el estado de equilibrio.
Sin embargo, para sistemas puramente matematicos, no existe una forma simple de definir una “funcién de
energia”. Para vencer esta dificultad, Lyapunov introdujo la funcién de Lyapunov, una funcién ficticia de
energia. Esta idea es mas general y més utilizada que la de la energia.

Antes de que se analice més profundamente la funcién de Lyapunov, son necesarias algunas defini-
ciones.

Definicién 29 (Funcién escalar definida positiva y definida negativa). Se dice que una funcién es-
calar V() es definida positiva en una regién 2 (que incluye el origen del espacio de estado) si V() > 0 para
todos los estados & # 0 de la regién Q y V(0) = 0.

~ Sea una funcién variante en el tiempo V(a,t), una funcién definida positiva invariante en el tiempo
V() tales que cumplen las desigualdades:

Vix,t) > V(x), Vt>to,
V(O,t) > 0, Vvt > to,

entonces V(x,t) es definida positiva en una regién Q2 (que incluye el origen del espacio de estados) y esta li-
mitada por debajo por la funcién definida positiva invariante en el tiempo V(). Por otro lado, una funcién
escalar V(x) es definida negativa si —V (x) es definida positiva. &

Definicién 30 (Funcién escalar semidefinida positiva y semidefinida negativa). Una funcién esca-
lar V() es semidefinida positiva si es definida positiva en la regién € excepto en el origen donde es cero,
es decir, V() > 0 Vit > to. Por otro lado, una funcién escalar V(x) es semidefinida negativa si —V (x) es
semidefinida positiva. &

Definicién 31 (Indefinicién de funciones escalares). Una funcién escalar V(x) es indefinida si en la
regién §2 adopta tanto valores positivos como negativos, independientemente de lo pequena que sea la region

Q. )

Definicién 32 (Funciones de Lyapunov). La funcién de Lyapunov es una funcién escalar definida positi-
va y es continua junto con sus primeras derivadas parciales respecto a sus argumentos en la regién 2 alrededor
del origen y tiene una derivada con respecto al tiempo que, cuando se toma a lo largo de la trayectoria, es
definida negativa (o semidefinida negativa). Las funciones de Lyapunov involucran al vector de estados x y,
posiblemente, al tiempo. Se expresa como V(;t) lo cual indica que ¢ es un argumento no necesariamente
explicito. &

Observe que V(w;t) es la derivada temporal de V (x;t) respecto a t a lo largo de una solucién del
sistema. Por tanto, V(a:, t) < 0 implica que V (x;t) va decreciendo en funcién de ¢. Una funcién de Lyapunov
no es Unica para un sistema dado. Por esta razon, el segundo método de Lyapunov es una herramienta mas
poderosa que las consideraciones convencionales de energia. Observe que para un sistema cuya energia se
reduce en promedio, no necesariamente es estable en cada instante, entonces la energia en esos casos no es
una funcién de Lyapunov.
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Teorema 19 (Lyapunov): Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio de & = f(x) y sea D C R™ un
dominio que contiene al origen. Sea V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que

V(0)=0, V(z)>0VzeD-{0},
. (D.15)
V(z) <0, Vz € D,
entonces © = (0 es estable. Mas atin, si
V(z) <0, Yz € D — {0}, (D.16)
entonces x = 0 es AE. ¢

Teorema 20 (Barbashin-Krasovskii): Sea = 0 un punto de equilibrio de & = f(x). Sea V : R — R
una funcién continuamente diferenciable tal que:

V(0)=0, V(z)>0, VYx#0, (D.17a)

|z|| = 00 = V(x) — oo, (D.17b)

V(z) <0, Va#0, (D.17c)

entonces © = 0 es GAE. ¢

Definicién 33 (Conjunto invariante). G es un conjunto invariante para un sistema dindmico si cada
trayectoria del sistema que inicia en un punto en G permanece en G para todo tiempo futuro; es decir:

2(0) € G = z(t) € G, VteR.

Para el caso:
z(0) e G=x(t) € G, Vte Ry,

entonces G es un conjunto invariante positivo. '
Teorema 21 (Conjunto invariante local): Considere el sistema auténomo & = f(x) con f continua y sea

V(z) una funcidn escalar con primera derivada parcial continua. Asumiendo que:

= Para alguna l > 0, la regién ), definida por V(z) <l estd acotada.
n V <0 Vzeq.

Sea R el conjunto de todos los puntos de €); donde V(x) = 0, y M el mayor conjunto invariante en R.
Entonces, cada solucién x(t) originada en € tiende a M como t — co. ¢
Teorema 22 (Conjunto invariante global): Considere el sistema auténomo & = f(z) con f continua y

sea V(x) una funcién escalar con primera derivada parcial continua. Asumiendo que:

= V(s) = oo como ||z|| = oo.

.V < 0 sobre todo el espacio de estados.

Sea R el conjunto de todos los puntos de €); donde V(:c) = 0, y M el mayor conjunto invariante en R.
Entonces, toda solucién x(t) converge asintdticamente a M como t — oo. ¢
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En general, el objetivo en el disefio de un control es lograr convergencia a un conjunto. Para sistema
que no dependen del tiempo la principal herramienta para el analisis de convergencia es el teorema de
invarianza de LaSalle. Para sistemas que dependen del tiempo, es de gran utilidad el teorema LaSalle-
Yoshizawa.

Teorema 23 (Invarianza de LaSalle): Sea Q@ C D un conjunto compacto que es invariante positivo con
respecto a & = f(z). Sea V : D — R una funcién continuamente diferenciable tal que V(x) < 0 en . Sea
R ={z € Q|V(z) =0}. Sea M el mayor conjunto invariante en R. Entonces:

Vz(0) € Q, z(t) = M, cuandot— oo.

¢

Teorema 24 (LaSalle-Yoshizawa): Sea * = 0 un punto de equilibrio de & = f(t,z) y suponga que f
es localmente Lipschitz en x uniformemente en t. Sea V : R® x £, — R, una funcién continuamente
diferenciable tal que
n(llzl) < V(z,t) < (),
ov. oV

= 4 —— < — < > n
\% 5 +8xf(t’x)_ W(z) <0, Vt>0, VeeR",

donde 1,72 € Koo y W es una funcién continua semidefinida positiva. Entonces, toda solucién de & = f(¢,x)
es globalmente uniformemente acotada y satisface

1i =0.

i W(z(t)) =0

Adicionalmente, si W es definida positiva, entonces el punto de equilibrio x = 0 es globalmente uniformemente
asintéticamente estable. ¢

Corolario 25 (Estabilidad asintética): Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(z). SeaV : D — R
una funcién continuamente diferenciable en un dominio D C R™ que contiene al origen y es tal que V(m) <
0, V& € D. Sea R= {x € D|V(z) = 0} y supongamos que no hay otra solucién més que la trivial z(t) = 0
que pueda permanecer en R. Entonces el origen es AE. *

Corolario 26 (Estabilidad asintética global): Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(z). Sea V :
R™ — R4 una funcién continuamente diferenciable y radialmente no acotada tal que V(x) <0, Vre R
Sea R = {x € R"|V(z) = 0} y suponga que no hay otra solucién mds que la trivial z(t) = 0 que pueda
permanecer en R. Entonces el origen es GAE. *

D.5.3. Consideraciones practicas

Para poder aplicar el criterio de estabilidad de Lyapunov, siempre se da por hecho que la funcién de
Lyapunov estd dada y es adecuada; sin embargo, en la practica, es necesaria la determinacién de ésta y, casi
siempre, la buena eleccion de la funcién candidata de Lyapunov no es un proceso sistematico y por tanto
resulta de la intuicién y la experiencia del disenador.

Un método para la construcciéon de la funcién candidata de Lyapunov es el propuesto por Krasovskii
y se resume en el siguiente teorema [46].

Teorema 27 (Krasovskii): Considere el sistema auténomo & = f(x) con el punto de equilibrio de interés
en el origen. Sea A(zx) la matriz jacobiana del sistema; es decir

0
A(z) = a—i
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Si la matriz F = A+ A7 es definida negativa en una vecindad ) del origen, entonces el punto de equilibrio
es asintoticamente estable. Una funcion candidata de Lyapunov para el sistema es:

V(z) = fT(2)f(2).

Si Q es todo el espacio de estados y ademds V (x) — oo cuando ||z|| — oo, entonces el punto de equilibrio es
globalmente asintéticamente estable. ¢

Teorema 28 (Teorema de Krasovskii generalizado): Considere el sistema auténomo & = f(x) con el
punto de equilibrio de interés en el origen. Sea A(x) la matriz jacobiana del sistema. Entonces, una condicién
suficiente para la estabilidad asintdtica del origen es que existan dos matrices simétricas definidas positivas
P y Q tales que Vx # 0, la matriz

F(z) = AT + PA+Q,

sea semidefinida negativa en alguna vecindad ) del origen. Una funcién candidata de Lyapunov para el
sistema es:

V(z) = f(2)Pf(x).
Si la region ) es todo el espacio de estados y ademds V(x) — oo cuando ||x|| — oo, entonces el punto de
equilibrio es globalmente asintéticamente estable. ¢

Teorema 29: Considere el sistema auténomo & = f(x) con f continua y sea V(x) una funcién escalar con
primera derivada parcial continua. Asumiendo que en una vecindad ) del origen:

= V(z) es localmente definida positiva,
» V(x) es semidefinida positiva,

= el conjunto R definido por V() = 0 no contiene trayectorias solucién de & = f(x) mas que la trayectoria
trivial x = 0,

entonces el punto de equilibrio x = 0 es asintéticamente estable. Mds aiin, el mayor conjunto invariante €,
es un dominio de atraccién del punto de equilibrio. ¢

D.6. Método de Lyapunov para el diseno de controladores adap-
tativos

Como la funcién de Lyapunov es similar a una funcién de energia, ésta debe decrecer con el tiempo.
Utilizando este método en el disefio de sistemas adaptativos, se trasladan las especificaciones de estabilidad
directamente en la ley de adaptacion como se describe en los siguientes pasos:

1. El primer paso es encontrar la ecuacidon de error entre las sefiales, bien en la salida (y — y,,) o en las
variables de estados (z — ).

2. Encontrar una funciéon de Lyapunov como una funcién del error entre las senales y del error en los
pardmetros (¢ = 6 — 6). En su forma mds simple esta funcién toma la forma:

V =elPe+¢IT 19,

donde las matrices P y I'"! deben ser definidas positivas.
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3. Calcular la derivada de la funcién de Lyapunov. La derivada debe ser definida negativa; generalmente
toma la forma

V =—e"Qe+ f(9),

donde f(¢) son algunos términos incluyendo ¢. El primer término garantiza que la derivada es definida
negativa, por lo que haciendo el resto igual a cero se tiene una posible soluciéon. La matriz @) es definida
positiva. Las matrices ) y P, para un sistema gobernado por una matriz A, estan relacionadas por la

ecuacion de Lyapunov:
—-Q=ATP + PA.

4. Haciendo el término extra igual a cero se obtiene la ley de adaptacién. Normalmente tiene la formas:

0 = —Te,

donde € esta directamente relacionado con el error e y £ es una version modificada del vector de senales
(referencias, salidas, etc.).
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Definicién 34. Una funcién de transferencia G(s) con coeficientes reales es positiva real (PR) (denotado
como G(s) € {PR} si Re G(s) > 0 para Re s > 0. Una funcién de transferencia G(s) es estrictamente positiva
real (SPR) (denotado como G(s) € {SPR} si G(s — €) es positiva real para ciertos € > 0. &

Lema 7 (Kalman - Yakubovich): Consideremos al sistema completamente controlable, completamen-
te observable, lineal e invariante en el tiempo (D.18a)) y a su representacién por funcién de transferencia

(ID.18b)).
&= Ax+ Bu, y=Cz, (D.18a)

G(s) =C(sl — A)~'B. (D.18b)

La funcion de transferencia (D.18b) es estrictamente positiva real (SPR) G(s) € {SPR} si y solo si existen
matrices P y Q definidas positivas tales que se satisfagan simultdneamente las ecuaciones (D.19).

ATP+PA=-Q, B'P=C. (D.19)

Teorema 30 (Condiciones equivalentes para funciones positivas reales): Una funcién racional G es
positiva real si y solo si se satisfacen todas las siguientes condiciones:

1. G(s) es real para s real.

2. El polinomio del denominador de G es estable o puede tener ceros en el eje iw. ¢

Definicién 35 (Sistema en tiempo real). Es aquel sistema discreto que interactiia activamente con un
entorno y que satisface al menos una restriccién temporal (D.20a) y una restriccién de fase (retardo méximo)

(D-200).
Te S TS7 (D20a)

1
€=, (D.20b)

donde 7. es el tiempo de cdlculo, Ts es un periodo de muestreo adecuado (criterio de Nyquist), £ es la fase
del sistema y 7 es el tiempo de retencién del entorno. &
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D.7.1. Controlabilidad y observabilidad de sistemas lineales

Considere un sistema descrito por las ecuaciones lineales variantes con el tiempo:

(t) = A(t)z(t) + b(t)u(t),

y(t) = C(t)z(1), (D.21)

donde A(t) € R™*", B(t) € R"*!, C(t) € R™*". Se dice que (D.21) es controlable si, dados dos puntos
cualquiera xg, 21 existe un tiempo finito 7'y un control admisible u(t) definido en [0, T'] tal que para z(0) = x¢
tengamos z(T) = x1.

Sea ®(t,tg) la matriz de transicion para el sistema libre & = A(t)x tal que
D(t,tg) = A(t)@(L, to), P(to,to) =1L
Note que ®(tg,t) = ®~1(,t0). En el caso cuando A y B son independiente del tiempo ®(t,) es la matriz
exponencial:
(t —to)?
2!

Teorema 31: El sistema (D.21) es controlable sii la matriz simétrica

eA(t_tO):H—‘r(t—to)A-l- A2)+....

/t1 ®(to, t)B(t)BT (1)@ (to,t)dt,

to

es definida positiva para algunos t; > tg. ¢
Teorema 32: El sistema lineal & = Az + Bu (o la pareja (A, B)) es controlable sii

rank[B,AB,A’B,--- ,A""'B] = n.

Observabilidad significa que el estado inicial de un sistema puede ser determinado desde la medicién
adecuada de las salidas y(t). Mas precisamente, el sistema se dice que es observable si para cualquier
estado z(tg) = zp y dado cualquier control u(t), el conocimiento de y(¢) en ¢ty < ¢ < t; es suficiente para
determinar xg.

Definicién 36 (Sistema dual). El sistema

i=—-AT(t)z(t) + CT(t)a(t),
j(t) = BT (t)F(t),

donde @(t) € R™ y §(t) € R, es llamado el sistema dual de (D.21]). )
Teorema 33: El sistema (D.21)) es observable sii su sistema dual es controlable. ¢

Teorema 34: La pareja (A, C) es observable sif la pareja (AT,CT) es controlable, es decir:

C

rank[CT, ATCT ... (AT"~'CT] = rank Al n

CAnfl
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D.7.2. Control cuadratico lineal (LQR)

Ocasionalmente, es suficiente una aproximaciéon lineal de un sistema no lineal; o por algin método
(como linealizacién exacta) se puede llegar a un modelo lineal y en tal caso, se puede proponer un controlador
lineal.

Para sistemas lineales en la forma # = Ax + Bu, se puede proponer el controlador lineal u = Kz
donde se elige la matriz K tal que la matriz A + BK sea Hurwitz, sin embargo, no se hace explicito el
compromiso que existe entre las especificaciones dinamicas y el esfuerzo de control para poder cumplirlas.
Una solucién es disenar u tal que minimice una funcién de costo.

El regulador cuadratico lineal (LQR) emplea como funcién de costo:
o0
J(u) = / 2T Qx +u” Ru dt, (D.22)
0

donde @ y P son matrices simétricas definidas positivas de dimensiones adecuadas. La funcién u(t) que
minimiza el funcional (D.22)) es de la forma:

u* = Kz, (D.23)
donde K, = —R™'BT P y P es una matriz simétrica definida positiva y es la solucién de la ecuacién algebraica
de Ricatti:

ATP+PA—-PBR'BT"P+Q=0. (D.24)

Para detalles precisos sobre este tema, el lector puede consultar [47], el capitulo once “Optimal Control” de
[48], el capitulo cinco “Optimal Control” de [49] o la mayoria de los libros de control lineal.

D.7.3. El observador de estados

Para sistemas lineales, el observador de estados puede ser representado como un sistema dinamico
lineal que toma las entradas y las salidas del sistema para observar y producir una estimacion de los estados
del sistema. Considerado que el sistema real puede ser modelado por

&= Ax+ Bu, y=Cuz, (D.25)
y que el observador es .
=A%+ Bu+ L(y — C%), (D.26)

donde se ha agregado el término L(y — C'&) que es proporcional a la diferencia entre la salida medida y la
salida predicha por el observador. Si se define el error e = z — Z, la dindmica é es:

é=(A—-LC)e.

Si la matriz L se elige de tal manera que la matriz A — LC' es Hurwitz, entonces e(t) — 0 como t — co. La
velocidad de convergencia es determinada por la eleccién que se haga de los eigenvalores de A — LC' a través
de L.

Teorema 35 (Diseno del observador por asignacién de eigenvalores): Considere el sistema dado por
(D.25) con una entrada y una salida. Sea A(s) = s" +a1s" ' + -+ 4+ a,_15 + a,, el polinomio caracteristico
de A. Si el sistema es observable, entonces (D.26|) es un observador para el sistema, con L elegida como

b1 — a1

IR P2 — a2
L=W; W, . , (D.27)

Pn — an
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y las matrices Wy y Wy dadas por

1

C aq

CA - az

Wy = ) , Wo= .
cAr1 Ap—2
_an—l

entonces el error del observador e = x — & es gobernado por una ecuacion diferencial con polinomio carac-

terisico p(s) = s™ + 18"+ - 4 py.

ai

Gp—3
Ap—2

o

Gp—4
Gp—3

o

1
aj

o

1

¢

El lector puede encontrar méas detalles sobre este tema en el capitulo siete “Output feedback” de [27] y en la

mayoria de los libros de control lineal moderno.
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